PROBABILITES NON-COMMUTATIVES ET ENTROPIE LIBRE

NOE BLASSEL

1. C-ALGEBRES

Pour le probabiliste, la théorie des probabilités non-commutatives peut s’envisager comme une
opportunité de s’affranchir I’encodage ensembliste des éveénements, pour ne considérer les espaces
de probabilités que comme des objets algébriques, identiques a I'algebre de leurs variables aléatoires.
Dans le cas classique, cette algébre est commutative, mais en relachant la contrainte de commutativité,
on peut définir des espaces de probabilités, dits non commutatifs et découvrir une théorie parallele,
différente de celle des probabilités classiques, mais cependant propice a de nombreuses analogies avec
celle-ci. Avant de s’y aventurer, on pourrait craindre que ce qu’on gagne en simplicité et en synthese
a considérer les espace de probabilités comme de simples algebres, on le paye en abandonnant le
point de vue de la théorie de la mesure et ses techniques puissantes. L’objet de cette section est
de faire sentir pourquoi ce n’est pas le cas. On y introduit d’abord les premiers exemples de C-
algebres, qui se trouveront étre omniprésentes, dans les différents contextes que nous présenteront.
Puis, on montrera comment, en imposant certaines conditions sur nos algebres, on peut peu a peu
récupérer notre capacité a faire de l'analyse, en passant des C-algebres aux *-algebres, puis aux
C*-algebres, pour enfin arriver & la notion d’algebre de von Neumann, qui, grace a la synthese
qu’elle permet entre propriétés analytiques et propriétés algébriques, constitue un cadre privilégié
pour les probabilités non-commutatives.

1.1. Structures de C-algebres.

Définition 1.1. Soit A un anneau. Une A-algébre unitaire, est un A-module M muni d’une
structure d’anneau, telle que la multiplication soit A-bilinéaire. Dans notre contexte A est souvent
un corps, C, si bien que M est un A-espace vectoriel. La distributivité de la multiplication implique
alors qu’une multiplication définie sur B X B, ou B est une base de M s’étend de maniére unique
a M x M.

On appelle morphisme de A-algébres unitaires tout morphisme de A-modules telle que 'appli-
cation sous-jacente soit aussi un morphisme pour la structure d’amneau, et plus généralement
morphisme de A-algébres tout morphisme ¢ de A-modules vérifiant

p(ab) = p(a)p(b) Va,b € M

Exemple 1. Des exemples familiers d’algebres sont fournis par les algebres commutatives, dont
le prototype est l'algebre des polynoémes C[Xy,- -, X,]. Une autre famille d’exemples est celle
des algebres de fonctions, dont la nature pourra varier en fonction de la structure du domaine de
définition X.

Si X est un ensemble, I’algebre F (X, C) de toutes les fonctions & valeurs complexes.

Si X est (I’ensemble sous-jacent &) un espace topologique, l'algebre C(X,C) < F(X,C) des
fonctions continues

Si X ¢ C™, lalgebre P(X,C) < C(X,C) des fonctions polynomiales, image de C[X7,- -, X,]
par le morphisme d’évaluation ¢ : C[Xy,- -, X,,] — F(X,C) envoyant X; sur m; : X — C la
projection sur la i-eme coordonnée.
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Si (X, G) est un espace mesurable, I'algebre M (X, G, C, B(C)) < F(X, C) des fonctions boréliennes
a valeurs complexes.

Si (X,G,pu) est un espace mesuré, l'algebre L>°(X,G,u) < M(X,G,C,B(C)) des fonctions
mesurables essentiellement bornées en module, ot encore, de maniere plus adaptée a notre étude,
avec (1 une mesure de probabilités, 'algebre L~ (X, G, u) = ﬂp>1 LP(X, G, u) des fonctions mesurables
ayant des moments de tout ordre. Le seul point est de voir que si f,g € L® (X,G,u) alors

fg € L>*(X,G,u) car
W1 [ Ifsldn < \/ [ Ve [ lglrap < oo
X X X

par Cauchy-Schwartz, et comme f, g € L?P.

Exemple 2. L’exemple fondamental d’algébre non-commutative est celle des polynémes non-
commutatifs en n indéterminées, C (X1,---,X,,) : il s’agit du C-espace vectoriel ayant pour base
les monomes unitaires non-commutatifs :

{Xﬁ1~~-X§';’“\ keN, pj € Ny Vj, iy #idg,l0 # 43, ,ip—1 #ik}

qui sont simplement les mots sur l'alphabet {Xi,---, X,}. On définit alors la multiplication sur
cette base par concaténation des monomes :

P1 Pr v 41 q . .

P1 Dk q a\ _ Zth Xlk le ”'le ik # 1
ZXh o 'Xik ’ U)XJ& o 'ij - P1 P41 v 42 a :
2wX; e X X2 XY =71
1 i J2 J

ou z,w € C.

Cette définition s’étend par distributivité aux combinaisons C-linéaires de mondémes, et le mot
vide, qu’on note 1 (le cas k = 0), apparait comme 1’élément neutre pour cette multiplication. Etant
donné une C-algebre M munie de n éléments (ay, - ,ay), on notera {(ay, -+ ,a,) la sous-C-algebre
de M générée par les (ay, - ,ay), 'image de C(Xy,---,X,) par le morphisme ¢ de C-algebres
uniquement déterminé par o(X;) =a; V1 <i < n.

Exemple 3. Soit G un groupe au plus dénombrable d’élément neutre e. On peut définir I’algebre
de G, CG comme le C-espace vectoriel de base G, C'©) muni d’une loi de multiplication interne,
définie par :

Zagg . Z Byd | = Z Z agBy | h= Z agBygg’s ag, B, € CVg € G

geG g'€G heG \gg'=h (9,9')€G?

Il s’agit donc des combinaisons C-linéaires d’éléments de G, qu’on peut voir comme ’ensemble
des suites complexes indexées par G a support fini, et cette opération (ot on abuse en écrivant
9 = (dgn)nec) admet bien pour élément neutre e , et est clairement C-linéaire par rapport a chaque
opérande.
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En outre on a bien 1'associativité :

D ayg (Zm) (Zw@>=z S agbn ||t

gelG heG keG leG \g'k=l \gh=g’

=D aBwm | 1=D [ D an | D | |1

1€G \ ghk=l 1eG \gg'=l hk=g'

- (S () ()

La premiere chose qu’on puisse espérer d’une algebre complexe est qu’elle possede une opération
analogue a la conjugaison dans C. C’est cette idée qui motive la définition suivante :

Définition 1.2. Une x-algébre M est une A-algébre unitaire munie d’une application * : M +— M
telle que :

(x1) ** =x Yo € M

(x2) (x+y)" =a" +y" Yo,y e M

(+3) 1%, = 1

(x4) (z-y)* =y* x* Vo,y e M

Un morphisme entre deux *-algébres ¢ vérifiant p(x*) = p(x)* Vx est un *-morphisme.On dira
enfin d’un élément x € M qu’il est :

auto-adjoint si v* = x

normal si xx* = x*x

unitaire si xx* = x¥xr = 1
positif si x = y*y pour un certain y € M

tsométrique si x*x = 1

On a clairement unitaire => isométrique et auto-adjoint, positif = auto-adjoint = normal.
Dans le cas ou M est de surcroit une C-algebre, on imposera de plus la condition :

(*C)(A\x)* = Ax*Vr e M VA e C

Dans ce cas, * joue un role analogue a l'involution sur C qui a un nombre complexe z associe son
conjugué Zz, et on a un analogue de la décomposition en partie réelle et imaginaire : Vo € M, il
existe une unique décomposition sous la forme xz = a + ib ou a,b sont auto-adjoints, donnée par

T = % + %57~ Si de plus z est normal, on observe que ces deux parties commutent.

Exemple 4. Soit H un espace de Hilbert quelconque. L’espace B(H) = L(H,H) des endomorphismes
bornés de H forment une algébre pour 'opération de composition. On rappelle aussi que le théoreme
de représentation de Riesz fournit un isomorphisme isométrique ¢ : H — H', ot H' est le dual
topologique de H, I'espace des formes linéaires continues sur H.

On peut alors définir une involution * qui & un opérateur A associe son adjoint A*, caractérisé
par (Au,v) = (u, A*v) Yu,v € H, et défini par A* : v — ¢ 1 (u — (Au,v)), qui munit 'ensemble
des endomorphismes continus sur H d’une structure de x-algebre.
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Exemple 5. Considérons la C-algebre des polynéomes non-commutatifs a 2n indéterminées,
M = C<AXV17 7Xn7Xika"' >X*>

n

On peut définir * sur les monémes par la formule :

<ZX:11XZ€:> ZEX;:’“-~XT"151, z2€C, keNyej € {1,x} V), *1 =%, xx=1

)

que l'on étend linéairement & M. On a alors

*ok *
€ - *€ = yrkk *%€E €
(zXfl'--XA’“> - (zXAq---XA k) XL X L X
1 1k 1k 1 1 1k

11 1k
*
S XL X XYL XY g XL XL XRR L YR
i1 i J Ju Ju g1 g 1

= <ij*lVl . --X;-‘ll’l) . <5X;‘k€k . ..Xikt‘-l) = <wX]’-’11 .. .Xj’{ll)* . (ZXZI . Xf:)*
Autrement dit (1) et (x4) sont vérifiées sur les monomes, puis sur tout M par linéarité. (x2) et
(x3) sont vérifiées par construction.
Si M est une *-algebre complexe, et (a1, -+ ,a,) € M™, on parlera de la sous-*-algebre *(ai, - - - , ay)
générée par les a;, comme l'image de C(X1, -+, X, X7, -+, X,}) par le x-morphisme ¢ déterminé
par ¢(X;) = a; V1 <i < n (et donc également p(X*) =al V1 <i < n)

Exemple 6. On revient a ’algebre de groupe CG, en posant

.
dagg| =D agg

geG geG
(x1),(%2),(x3) et (xC) sont claires, il sufift de vérifier (x4) :

*

S ang (Zﬁhh> LY i

geG heG (g,h)€G?
= D BuaghTlgT = D BT [ D
(g,h)EG? geG geG

Ainsi * définit une structure de x-algebre sur CG. Notons en particulier que comme g* = g~!,

chaque g € G, vu comme vecteur de CG, est unitaire.

Définition 1.3. Une algébre de Banach sur un corps K est une K-algebre M telle que M soit
un espace de Banach en tant qu’espace vectoriel, c’est-a-dire qu’il existe une norme sur M || -],
telle que M soit complet pour la distance induite, et vérifiant :

(BA1) fla-b]f < lal - [[b] Va,b € M

De plus, si M est unitaire, on requiert :

(BA2) im] =1
Une C*-algébre M est une C-algébre de Banach involutive (en particulier elle satisfait xC),
satisfaisant la propriété suivante :

(C*1) "] = [l[[[|=z*]| V2 € M
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On appelera morphisme de C*-algebres un *x-morphisme entre deuzr C*-algebres. L’exemple fondamental
de C*-algébre est fourni par celle des opérateurs bornés sur un espace de Hilbert complexe :

Exemple 7. L’espace L(FE, F) muni de la norme d’opérateur
|All = sup [[Az]|
[|z||=1

est une algebre de Banach pour tout espace de Banach E. En particulier si H est un espace de
Hilbert complexe, B(H) est une *-algebre de Banach complexe ot *C est garantie par sesquilinéarité
du produit scalaire :

(AMu, vy = MAu,v) = Mu, A*v) = (u, \A*v) Yu,v € H VA € C
Pour C*1, faisons la remarque suivante : pour A € B(H) on a
1Al = Wi [{(Au, v)]

En effet,on a par Cauchy-Schwartz
[(Au, v} < [[A[[[[ul[[v]]

sup  (Au,v) < [|A]l
Jull llofl=1

Pour lautre sens, on peut choisir une suite (uy,)nen d’éléments de norme 1 telle que

[ Aun || == [|A]
et on pose vy, = ng#z” qui vérifie [jv]|,, =1 Vn.
Ceci donne
[(Aun, va)| = [|Aun|| =2 [|A]
sup  [(Au,v)| = [ A]
l[ull,lvll=1

En particulier,
[A]l = sup [(Au, v)| = sup |[(u, A*v)| = sup [(A*v, u)| = sup [(A*v, u)| = || A7
donc * est une isométrie. D’autre part,
1A* Al = sup [(A* Au, v)| = sup [(Au, Av)| = | A|*

dron [[A7A]l = | ANIA] = [[A]l}A%].

De maniére plus générale, toute sous-algebre de B(#H) stable par passage a ladjoint est une
x-algébre complexe normée vérifiant C*1. Pour en faire une C*-algebre, il suffit donc qu’elle soit
de Banach, c’est-a-dire complete, ce qui équivaut a dire qu’elle constitue une partie fermée de
B(H) pour la topologie induite par la norme d’opérateurs. Bien que toutes les C*-algebres ne
sont pas nécessairement décrites commes sous-algebres de B(H) (un exemple est fourni par les
fonctions continues sur un compact deC), elles constituent un exemple suffisament important pour
noter cette quasi-définition plus concrete, qui donnent leur noms aux C*-algebres (pour closed *-
algebra), et qui trouvera écho dans l'introduction des algebres de von Neumann. I1 se trouve, par
un théoreme de Gelfand et Neimark[Arv76, p. 34] que toute C*-algebre est x-isomorphe & une C*-
algebre d’opérateurs de maniere isométrique, si bien que cette quasi-définition peut aussi servir de
définition.

En outre, cette observation justifie la terminologie suivante : pour (ay,- - ,a,) € B(H), on écrira

C*<a17"' 7an> :SO((C<X17 Xanika' X*)
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la C*-algebre engendrée par les (aj, -+ ,a,), ol ¢ est le x-morphisme d’évaluation envoyant X; sur
a;, et ou 'adhérence est prise pour la topologie de la norme d’opérateur. Il suffit de vérifier que
I’'adhérence est bien une x-algebre, ce qui est garanti par la continuité des applications (a,b) —
a+b,(a,b) —abet a— a*.

On est passé d'une structure purement algébrique, celle de x-algebre, a la structure de C*-
algebre qui hérite de ses propriétés algébriques, mais qui remplit également une condition d’ordre
topologique, celle d’étre complete (ou fermée du point de vue des algebres d’opérateurs). Il existe
une troisieme structure, celle d’algebre de von Neumann, qui, vue du point de vue des sous-algebres
de B(H), correspond & un affaiblissement de topologies.

Définition 1.4. On se place dans 'algébre d’opérateurs B(H).

La topologie uniforme ou de la norme d’opérateur est la topologie induite par la norme. Une
suite (Ap)n>1 converge vers 0 au sens de cette topologie si et seulement si ||Ay| — 0.

La topologie forte d’opérateurs est la topologie engendrée par la famille d’applications (A +—
Az)zey. de B(H) dans H, c’est-a-dire la topologie la moins fine rendant cette famille continue.
Une suite (Ap)n>1 converge vers 0 si et seulement si ||Apz| — 0 Vo € H.

La topologie faible d’opérateurs est la topologie engendrée par la famille d’applications (A —
Y(Ax))wer yer » ou, de maniére équivalente par représentation de Riesz, celle des (A — (Ax,y))zyen-
Une suite (Ap)n>1 converge vers 0 si et seulement si (A,x,y) — 0 Vo, y € H.

Explicitement, ces topologies admettent les prébases formées des cylindres :

Pour la topologie forte, les ouverts de la forme U*(A,z,e) = {B € B(H) : ||[Ax — Bz|| < ¢}

Pour la topologie faible, ceux de la forme UY (A, x,y,€) = {B € B(H) : |(Ax — Bz,y)| < €}

En conséquence, tout ouvert s’écrit comme une union d’intersections finies de tels cylindres.

Les inégalités ||Azx| < ||All||z], |[{Ax,y)| < [|Az||||y| montrent que la convergence en norme
implique la convergence forte, qui a son tour implique la convergence faible.

Inversement, les exemples A, : f = X[nnq1]f dans L*(R) et By, : (up)p — (up—n)i dans £2(Z)
montrent que la topologie uniforme est en général strictement plus fine que la forte d’opérateurs,
elle-méme en général strictement plus fine que la faible d’opérateurs. On introduit a présent une
notion algébrique a la base d’une des définitions possibles des algebres de von Neumann.

Définition 1.5. Soit A une R-algébre unitaire, et M C A une sous-algébre. On définit le commutant
de M comme l’ensemble
M ={zeA:zm=mz Vm e M} = ﬂ ker o,
meM

oU P+ X — xm — ma est un endomorphisme R-linéaire.
C’est donc un sous-module de A, et a,b € M' = abm = amb = mabVm € M = ab €
M 14 € M montre que c’est une sous-algébre unitaire de A.

On définit alors M" = (M'), MY = (M™Y. On nomme en particulier M" le bicommutant
de M.

On voit alors facilement les propriétés suivantes :

Vie M YmeMmt=tm = MCM”
NCM = ﬂkergom:/\/llgj\/":ﬂkergon
M N
MCM' MM —= MO M, MD M

— M =MD M= MO v > 1
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Nous arrivons au théoréeme du bicommutant, qui permet une caractérisation a la fois topologique
et algébrique de certaines sous-algebres de B(H), et qui est a la source de la définition des algebres
de von Neumann. Pour ce faire, notons le lemme suivant, qui fait un premier lien entre la géométrie
de H et les projecteurs de B(#H). Comme nous le rappellerons plus loin, un opérateur P € B(H)
est appelé projecteur si il est auto-adjoint et idempotent, soit P = P? = P*. Rappelons qu’a tout
sous-espace fermé de H on peut associer son projecteur, dit projecteur orthogonal.

Lemme 1.6. Soit M C H un sous-espace fermé, P son projecteur orthogonal et T € B(H). On a :
i) TM CM < PTP=TP
it) TM C M etT*"M C M < TP =PT

Démonstration. i) = : Soit v € H. Pt € M = TPrx € M — PTPx =TPx — PTP =
TP. Réciproquement, PP =TP,x € M — Pxr=x — TPxr=Tx=PIPrx = Tz e M.
ii) = : Par i), on obtient PT*P = T*P et PT P = TP en prenant I’adjoint de la premiere égalité,
on obtient (PT*P)* = PTP = PT, donc PT = TP. Réciproquement, PT = TP <= T*P =
PT*. Or PI' =TP — PTP=TP = TM C M, et donc également T*M C M. O

Théoréme 1.7. Du bicommutant (von Neummann, 1930)[Sun87, p. 12]

Soit M C B(H) une sous-x-algébre de H. Alors les adhérences de M pour les topologies fortes
et faibles coincident et sont égales au bicommutant M". Autrement dit, il y a équivalence entre les
conditions :

i) M=M"
i) M est fermée pour la topologie faible d’opérateurs.
i1i) M est fermée pour la topologie forte d’opérateurs.

Démonstration. Commengons par observer que V.S C B(H), S’ est fermé pour la topologie faible
d’opérateurs.

Soit A ¢ S’. Alors 3B € S tel que AB — BA # 0, et 3o,y € H : ((AB — BA)z,y) =
(ABz,y) — (Az, B*y) # 0. Par continuité faible de f : A — (ABz,y) — (Az, B*y), il existe un
voisinage faible V de A tel que 0 & f(V). En particulier VNS' =@ = B(H)\ S’ est ouvert pour
la topologie faible, et S’ fermé.

On a donc i = ii.

i1 = 71 est immédiate car la topologie forte d’opérateurs est plus fine que la faible.

Pour montrer i1 = i, supposons que M soit fermé pour la topologie forte. On va montrer que
M est dense dans M” pour cette derniere.

Soit donc A” € M”, et U un ouvert contenant A”. Par définition de la topologie forte, U contient
une intersection finie de cylindres U*(A”, z;,¢€;),1 < i < n.

11 suffit donc de montrer que Ve > 0,Vxy, -z, € H, JAe M : V1 <i < n, ||[A"z; — Az;|| < €
pour avoir U N M # & et conclure a la densité de M.

La premiere étape consiste & montrer le cas n = 1. Soit donc z € H et € > 0. On considere le
sous-espace fermé E = {Bxz, B € M}, et soit P son projecteur. Pour T, A € M, on a clairement
TAx = (TA)x € E, et il s’ensuit que TE C E.

En outre, T* Az € E (comme on a supposé M une *-algebre), donc on a aussi T*E C E.

Par le lemme, PT = TP. Comme T était arbitraire, ceci montre P € M’. Par définition, on a
A"P = PA” donc on a encore A”E C E.

Comme M est unitaire, on a aussi € E, ce qui implique A"z € E = {Axz, A € M}, c’est-a-dire,
JAe M :||A"x — Azx|| < e.
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Pour le cas général (n > 2), on considére H = H @ - -- & H la somme directe de n copies de H,
et M = (M) l'injection diagonale de M dans B(H).

Un élément M 3 A s A opere sur & = (z1,--- ,x,) via Ai = (Azy,--- , Azy). 11 est immédiat
que (M) est une sous-*-algébre de B(H), et de plus on a t(M)” C 1(M").

En effet, soit S = (S;)1<ij<n € t(M)', ot on identific B(H) & M,(B(#H)). La condition SA =
AS VA € (M) s'écrit Si;A = AS;j Vi, j VA€M <= S;; € M' Vi, j.

Soit & présent T' € «(M)", c’est-a-dire T'S = ST VS € (M) = M,(M’). En considérant les
S = E;j nuls en toutes leur coordonnées sauf en S;; = idy, la condition T'E;; = E;;T Vi, j impose
que T est nulle en dehors de sa diagonale et constante sur celle ci, T est donc de la forme T' = ¢(S)
avec S € B(H). Mais S doit commuter avec tous les t(A), A € M’, ce qui impose S € M.

Soit # € H. Par le cas n = 1 appliqué a H,
Ve > 0,Y = (21, ,an) € AVA" € (M) C o(M"),34 = 1(A) € L(M) : H g — A@Hﬁ <e

On obtient le résultat escompté en écrivant la norme.

2

n
Hfl”j: — Ai i Z HA”%‘ - ACU,‘HZ <& = HA'/%‘ - A%H <eVli<i<n
i=1

O

Définition 1.8. Soit H un espace de Hilbert complexe et M une sous-x-algébre de B(H). Si M =
M", on dit que c’est une algébre de von Neumann. Par le théoréme du bicommutant, cette
définiion peut étre remplacée par une des deux définitions équivalentes :

M est fermée pour la topologie faible d’opérateurs

M est fermée pour la topologie forte d’opérateurs

Notons que comme ces topologies sont plus grossieres que la topologie uniforme, tout algebre de
von Neumann est fermée métriquement, donc une C*-algebre.
Comme pour les C*-algebres, il existe une définition purement abstraite des algebres de von
Neumann, qui portent alors le nom de W*-algebres. Cependant, toutes les algeébres que nous
rencontrerons seront décrites explicitement a ’aide d’une représentation concrete comme une sous-
algebre de B(H).
Si M C B(#) est une sous-+-algebre, son adhérence faible M" est une algébre de von Neumann,
et si Ay, -+, A, € B(H), on peut en particulier parler de 'algebre de von Neumann engendrée,
WH(AL - Ay) = #(Aq, - Ay =%(Aq, - Ap) = %(Ay, -, Ap)".
Exemple 8. 1C, B(#) sont des algebres de von Neumann. En particulier les algebres de dimension
finie M, (C) de matrices carrées n x n sont de von Neumann. Si (B;);er sont des algebres de
von Neumann, (;c; B; également, par la caractérisation topologique donnée par le théoreme du
bicommutant.
En particulier, si B est une algébre de von Neumann, Z(B) := BN B’ est une algebre de von
Neumann. Si Z(B) = 1C, on dit que B est un facteur.
Si H = L?(X,F,u), ou u est une mesure finie, on identifie L>°(X,F, ) & la sous-*-algébre M
de B(H) consistant des opérateurs de multiplication {Ty : g — gf, f € L*(X,F,u)}. C'est une
algébre de von-Neumann commutative. Il suffit de montrer M’ = M : M C M/, puisque c’est une
algebre commutative, et de plus, si T € M’, en posant f = T'1, pour chaque g € L*°(X, F, i), on a
Tg=TT,1 =T, T1=Tyf =gf. On adonc || f||, < |[|T]| = f € L¥(X,F,n), et T =Ty, donc
M c M.




Soit G' un groupe au plus dénombrable. On pose H = (?(G). On peut alors plonger C[G]
linéairement dans B(#H) via le morphisme ¢ : g — Ay ot Ay : (Zp)hec — (Tgn)neq, qui est
clairement un morphisme d’algebres injectif. Chaque Ay ne fait que permuter les termes d’une
suite : c’est donc un opérateur borné, en particulier une isométrie de H. De plus, on vérifie que,
comme (A\gZ,Y) = > hcqTghh = D oneqYg-10Th = (Ag19,7) = (T, g-1y) que A\j = A1, ce
plongement est donc un *-morphisme. En particulier ¢(C[G]) est une sous-*-algebre de B(#), on
peut donc former l’algebre de von Neumann L(G) = ¢(C[G])".

Un probléme proéminent, non résolu, et une des motivations premieres pour le développement
des notions d’entropie libre, est le suivant :
Etant donné n # m des entiers, les algébres L(F,,) et L(F,,) sont-elles isomorphes? (On écrit F,,
pour le groupe libre engendré par n éléments). La propriété suivante illustre comment une propriété
de G peut en principe incider sur la structure de son algebre L(G). Toute la question est alors de
savoir combien l'algebre L(G) retient de la structure de G, et combien elle oublie.

Proposition 1.9. [Popl0] Soit G un groupe dénombrable. Alors L(G) est un facteur si pour chaque
G > g # e, la classe de conjugaison Cl(g) = {h"tgh,h € G} de g est infinie.

Démonstration. Notons (d4)sec la base canonique de ¢2(G). Soit A de la forme > geG QgAg- Alors
pour chaque h € G, on a (Ad,-1p,,0n) = ay, et cette valeur ne dépend pas de h. Comme A
(Aby-1p,04) est continue pour la topologie faible d’opérateur, il s’ensuit que, pour tout A € L(G),
application h + (Ad,-1p,0d4); G — C est constante. (Autrement en prenant A,, — A, et hy, hy tels
que (Adg—1p,,0n,) 7 (ASg—1hy, Ony), la suite nulle (A,0,-14,,0n,) — (Andg-1p,, On,) Ne converge pas
vers 0). Notons ¢4(A) la valeur de cette application constante.

Soit maintenant T' € Z(L(G)). On a en particulier que TA\y = \T'Vk € G = A\ T\, =T Vk €
G. Ceci implique que

Cg(T) = <T6g—1h,6h> = <)\k—1T)\k(sg—1h,(Sh>

= <T)\k5g_1ha )\kéh) = <T5kg_1h75k‘h>

= <T5kg—1k—1kha 5kh> = Ckgk—l(T)
Autrement dit g — ¢4(T") est constante sur les classes de conjugaisons. D’autre part on a (T, d4) =
(Tdg-14,0g) = cg(T) = Tbe =3 e cq(T)dy. En particulier, on a

IT6c* =) leg(T)? = [ce(T)[* + > lec(T)PIC] < o0

geG C'classe non-triviale

Comme chaque classe de conjugaison non-triviale est infinie, il s’ensuit que 7' = ¢.(7T")1 € C1, donc
L(G) est un facteur. O

Pour n > 2, l'algebre L(F,,) est un facteur.
I suffit de montrer que pour tout x € I, \ e, Clp, (x) est infini. Notons F,, = (g1,---gn), et
x = gPx',p # 0, ot Décriture réduite de 2’ ne commence pas par g. Soit k € {g1, - gn}, k # g.
Alors les K™xzk™™, m > 1 sont deux & deux distincts, car leurs écritures réduites respectives sont
de la forme £™h ou h ne commence pas par k.

Nous sommes & présent en mesure d’expliquer une des raisons d’étre de la structure de C*-algebre,
la possibilité de définir un calcul fonctionnel continu

1.2. Spectre et calculs fonctionnels.



Un des avantage d’une C*-algebre sur une *-algebre est qu’elle contient toutes les limites en norme
de ses éléments, et a son tour, un des avantages d’une algebre de von Neumann sur une C*-algebre
est qu’elle contient toutes ses limites faibles d’opérateur. Une des conséquences de cet enrichissement
topologique est qu’il est possible sous certaines conditions de définir des calculs fonctionnels plus
riches que ce que permet une simple C-algebre. C’est 'objet de cette partie, qui nécessite avant un
exposé de quelques notions de théorie spectrale.

Définition 1.10. Soit M une C*-algébre unitaire d’opérateurs de B(H). Pour A € M, on définit
le spectre de A comme l’ensemble

o(A) ={A € C: Ay — A nlest pas inversible dans B(H)}

Il est immédiat que o(A*) = 0(A). On notera aussi Ry Uapplication résolvante :

 JC\o(4) B(H)
RA'{ A — (AlB(H)—A)l}

On peut remarquer qu’on a ’équation résolvante :

Ap€C\o(A) = Ra(N) = Ra(A\)(p— A)Ra(p) = Ra(N)(A — A+ p— A Ra(p)

= Ra(A)(A = A)Ra(p) + (b = A Ra(A) Ra(p)
— Ra(A) = Ra(p) = (1 = M RA(N)Ra(p)

Le théoreme suivant évoque le théoreme fondamental de ’algebre, et la preuve est essentiellement
la méme celle utilisant le théoreme de Liouville.

Proposition 1.11. Soit A € B(H). Alors o(A) est un compact non-vide de C.

Démonstration. Si |A]| < 1, alors 1 — A est inversible, d’inverse ) 7 A" (il s’agit d’une série
normalement convergente dans un Banach). En conséquence, si A > [|A[[,A — A = A(1 — 4) est
inversible, donc o(A) C B(0, || A|]).

Si A est inversible et B € B(A, ﬁ), onal|l-A"'B|=|[A""(A-B)| <||A7IIA-B|| <

HA 1H ||A T = b donc 1 — (1 — A~'B) = A~!B est inversible, et donc également B. L’ensemble

B(#H)* des opérateurs inversibles est donc un ouvert de B(H). Soit ¢ : A+ Alg(y) — A. Cest une
application continue de C dans B(H), on a o~ }(B(H)*) = C\ o(A), est ouvert, et o(A) est fermé.
Supposons pour la contradiction que o(A) = @. R4 est alors définie sur C tout entier. Montrons
d’abord que R4 est une fonction entiere. Soit Ag € C. On a

V/\GC:)\—A:)\U—A—()\()—)\):(/\o—A)(l—()\o—/\)RA()\o))

On voit que pour [\g — A| < HRA( T L - (Ao — A)Ra(Ao) est inversible, avec
(1= (o= NRa(X0) ™" =D (Ao = A)"Ra(Xo)"
n=0

On obtient finalement

Ra(\) = (A—A4) "= (1= (= NRa(N)) " (ho—A4) " = (Z(Ao - A)”RAMo)”) Ra(o)
n=0
10



Pour tout A € B(Ao, |[Ra(Ao)||™!). Ra est donc analytique sur C. En particulier elle est continue,
donc bornée sur By (0, ||Al]), et de plus, pour |A| > ||A]|

o0 n o0
A> 1

2 (5) <smx

n=0 <)\ |>\| n=0

R4 est donc bornée sur C, et constante par une version du théoreme de Liouville pour les espaces

de Banach[Die60, p. 227]. Comme sa limite est 0, elle est identiquement nulle, ce qui constitue une
contradiction, car on a défini R4 comme I'inverse d’un opérateur. ([

-4 =~

0
R

AH B 1 IA| 00
A A=A

Si M = M, (C), A € M,(C), on sait que A est non-inversible si et seulement si det(A) = 0, et
I'ensemble o(A) = {A : det(\],, — A) = 0}, est ’ensemble des valeurs propres de A, et on retrouve
la notion usuelle de spectre.

SiM = L*(Q, F, ) est ’'ensemble des opérateurs de multiplication par une fonction essentiellement
bornée sur L*(Q, F, 1), p finie, et Ty € M, alors o(T) est I'image essentielle de f, 'ensemble

im-ess(f) ={A € C: u(f € B(\€)) > 0Ve > 0}

En effet, si A ¢ im-ess(f), en posant g = ﬁ Prenons € : u(f~1(B(A\,€)) =0 <= |f — A| > ep-

p.p. Alors on a ||g|| < %, et on a clairement T, - Ty = Ty - T, = 1. Réciproquement, si on prend
A € im-ess(f), en posant ge = 1y-1(p(xe))s 9e # 0 Ve, g € L? et on a

1A = Tp)gel® = /«: (A = gelPdp < Ep(f7H(BM, ) = €E|lgell”

I s’ensuit que T’y ne peut pas étre inversible dans L.

De méme, on vérifie facilement que si M = C(X,C), X compact, o(f) = f(X).

La structure de C-algebre est suffisante pour définir un calcul fonctionnel polynomial, c’est-
a-dire, étant donné A € M, qu’il existe un morphisme d’algebres ®4 : C[X] — M qui envoie le
polynéme X sur A, et qui est simplement le morphisme d’évaluation en A. Etant donné C[X] >
P =3 ock<n apX*, \ € C, la factorisation :

n n
PX)=A=an [[(X =) = PA) = A=an [J(4A— )
k=0 k=0
implique que
ANEo(P(A) <= M €0(A)Vk <= XN & P(c(A))

En notant que chacun des termes commutent deux a deux, soit P(c0(A)) = o(P(A)). Ce fait simple
est un premier avatar du théoreme de ’image spectrale dans sa version polynomiale.

On a également que si A est inversible, alors o(A7!) = {},A € o(A)}. En effet, A — 47! =

MAT A7 = (A - %))\Afl est inversible exactement lorsque (% — A) Pest. Une conséquence de
cette observation est la formule suivante :

Proposition 1.12. Formule de Gelfand/Con90, p. 197]
On consideére la suite (||A™||)n>1. Lidentité BA1 (sous-multiplicativité de la norme) implique, par

le lemme de Fekete, que la limite lim, HA”H% = inf,,>; HA”H% est bien définie. De plus, on a
. 1
p(A) = Tim [A"F = sup |

n—00 A€o (A)
11



Démonstration. La preuve de la proposition 1.2.1 montre que supy¢q(4) [A| < [|Al|. En applicant la
remarque qui précede avec le polynome X", on obtient

1
sup 0(A")| = sup[o(A)|" < [[A"]| = sup|o(A)| < [[A"[[" = sup|o(A)] < p(4)

Pour I'inégalité inverse, la preuve de la proposition 1.2.1 montre que R4 est une fonction holomorphe
de X sur C\ o(A), et admet donc en particulier une série de Laurent convergant en norme
d’opérateurs pour tout |[A\| > sup|o(A)|,et qui doit coincider avec l’expansion pour |A| > ||4] :
Ra(\) =02, A" A" 1. En particulier on doit avoir :

lim ||A7"A"|| =0

n—oo
pour |A| > sup |o(A)|. Soit € > 0 alors on a ||A"|| < (e+sup|o(A)|)" pour n suffisament grand, soit
p(A) < e+suplo(A)| Ve >0 O

Un des intéréts de la formule de Gelfand est qu’elle permet de faire le lien entre la structure
métrique (la norme) et la structure algébrique (via 'ensemble des éléments inversibles) des algebres
d’opérateurs.

En effet, si A € A est normal, I'identité

JAIY = A% AJ2 = (4" A (A* A = [[(A")242] = [[(A2)*42] = A2 = ]| A%]| = AP
implique par récurrence que
HA2nH = |A|*" = p(A) = || A|| = sup{|A| : A — A n’est pas inversible}
Puis pour un élément quelconque on a
|A| = VI]|A*A| = v/sup{|\| : A — A*A n’est pas inversible}

Une autre conséquence de cette formule est le fait que tout x-morphisme de sous-C*-algébres
unitaires d’opérateurs ¢ : M +— N est contractif. En effet, soit A € M. On a o(p(4)) C o(A),
car 'image d’un inversible par un morphisme d’algebres unitaires est inversible, et donc p(p(A)) <
p(A).
11 sensuit que [lp(A)]* = (A" A)]| = p(p(A%A)) < p(AA) = || ]

Montrons enfin les propriétés suivantes, qui montrent comment les propriétés algébriques des
opérateurs se refletent dans leur spectre :

Proposition 1.13. i) A est auto-adjoint = o(A) C R
it) U est unitaire, A € o(U) = |\ = 1.

Démonstration. i) Soit A auto-adjoint, et x + iy € o(A). Supposons que y # 0.
Alors I'élément (x+iy — A) = y(i — (A;‘”)) n’est pas inversible, et donc i € O'(A;x
auto-adjoint. Il suffit donc de montrer que pour B autoadjoint, ¢ # o(B). Supposons que
i — B n’est pas inversible, et soit n € N. Alorsona (n+1)—(n—iB) =1+1iB = —i(i — B)

est non-inversible, d’'ot n + 1 € o(n —iB). Ceci donne :
(n+ 1) < [ln— iBI? = (0 — iB) (n — iB)| = [n? + B2|| < n® + |BI® = |B| > v3nT1
Contradiction, puisque B est borné et que n est arbitraire.
ii) Soit U unitaire. On a ||U|| = 1, donc p(U) < 1 et o(U) C Bf(0,1). Or on a aussi ||U*|| =1,

et p(U*) < 1. Comme U, U* sont mutuellement inversibles, par image spectrale de l'inverse

onaoc(U)= U(llj*) donc |o(U)| = {1}.

), qui est

]
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Nous pouvons maintenant montrer le théoreme de Gelfand, qui permet la définition du calcul
fonctionnel continu. Celui-ci s’appuie sur la notion abstraite de spectre d’une C*-algebre :

Définition 1.14. Soit A une C-algebre de Banach. On appelle spectre de A [’ensemble A des
homorphismes continus d’algébres a wvaleurs dans C non identiquement nuls. Autrement dit, A
consiste des formes linéaires continues ¢ telles que ¢p(xy) = ¢(x)P(y). Si A est unitaire p #0 <—
o(1) = 1.

A est un sous-ensemble du dual A’ , et en conséquence hérite de la topologie faible-x, telle que

n = ¢ = ¢n(a) = ¢(a) Va € A.

Théoréme 1.15. [Con90, p. 236] Soit A une C*-algébre unitaire commutative d’opérateurs. Alors
A est compact, et A = C(A) comme C*-algébre, c’est-a-dire qu’il existe un *-isomorphisme isométrique

~

de A dans C(A).

Démonstration. Soit ¢ € A. Alors ||¢|| < 1. Eneffet,sia € A: ||lal| < 1,ona ¢(a)” = ¢(a”) — 0 par

continuité de ¢, d’ou |¢(a)| < 1, donc ¢ < 1. D’autre part, A est faible-* fermé : si ¢y, Joible—, b,

on a nécessairement ¢(1) = lim, ¢(1) = 1, et ¢(zy) = lim, ¢, (xy) = lim, op(2)Pn(y) = ¢(z)P(y).
Donc A est un fermé de la boule unité de A’ , qui est compact pour la topologie faible-x par le
théoreme de Banach-Alaoglu, c’est donc un compact.

On considere, pour a € A, application a : A — C, définie par a(p) = ¢(a). Par définition de la
topologie faible-*, c’est une application continue de A dans C. Soit y: A= C (.,Zl, C) T'application
qui & a associe a. Il est tout a fait manifeste que v est un morphisme d’algebres. Supposons que
Pon aie, pour tout a € A, o(a) = {¢(a) : ¢ € A}. Alors on a en outre que ¢(a*) = ¢(a) pour
tout ¢. En effet, en écrivant la décomposition de a en parties réelles et imaginaires auto-adjointes,
on se ramene au cas ou a est auto-adjoint, et a montrer ¢(a) € R, ce qui est immédiat, puisque
¢(a) € o(a) CR.

Il s’ensuit que 7 est un *-morphisme. De plus, c’est une isométrie : en effet,

17(@)lle = sup[é(a)] = p(a) = [
pcA
puisque a est normal, comme tous les éléments d’une algebre commutative.

7(A) est donc une sous-*-algebre de C (fl, C), contenant les constantes, car (1) = 1, et séparant
les points, car si ¢ # 1 € A = Ja € A: ¢(a) # h(a) = y(a)(d) # v(a) ().

Le théoréme de Stone-Weierstrass implique donc que v(A) est dense dans C(A,C). Comme
I'image d’un fermé par une isométrie vers un espace complet est fermée, on conclut que = est une
isométrie surjective, donc bijective, donc un C*-isomorphisme.

Le lemme suivant acheéve donc la preuve du théoreme. ([l

Lemme 1.16. Soit A une C*-algébre unitaire et commutative d’opérateurs. On a o(a) = {¢(a) :

$e Al

Démonstration. Soit ¢ € A. ker ¢ est un idéal propre de A (puisque ¢ # 0), et ne contient donc
pas d’élément inversible. En particulier, comme ¢(a) — a € ker ¢, ¢(a) — a est non-inversible et
#(a) € o(a), on a donc {¢(a) : ¢ € A} C o(a).

Le point délicat est Iinclusion réciproque. Soit A € o(a). On consideére 'idéal principal Z =
A(X\—a), qui est propre, puisque A — a est non-inversible. Le cas commutatif du théoreme de Krull
affirme donc que Z est inclus dans un idéal maximal (propre) M de A.

De plus, observons que tout pour tout idéal propre P, P C A\ B(14, 1), puisque tous les éléments
de cette boule sont inversibles. En particulier, A\ B(14,1) étant fermé, 'adhérence P est contenue
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dans A\ B(14,1). Comme c’est un idéal, il est également propre, et on a en particulier que M est
fermé, par maximalité.

On pose B = A/ M c’est une C-algebre. De plus, par maximalité de M, pour tout a ¢ M, 'idéal
(a) + M est égal a A, et en particulier contient 1’élément 1, c’est-a-dire qu’il existe b € A,m € M :

ab+m =1, soit [a][b] = [1] dans B : tout élément non-nul de B est inversible. Autrement dit, B est
un corps.

Posons ||[a]|| = |la + M|| = inf,,er ||la — m||. C’est une norme sur B, qui en fait une algebre de
Banach :

En effet, on a manifestement ||A(a + M)|| = ||Aa + M|| = |A|||a + M]|, et
la+b+ M| = inf la+b—m||< inf |a+b—(m+m)
meM m,m’'eM

< inf  Jla—m| + Hb—m’H = lla+ M| + ||b + M]|
m,m’eM

Supposons que ||a + M| = 0. Alors on a inf,,en ||l —m| = 0, donc a € M = M, c’est-a-dire
a+M=0+M.
De plus,

lab+ M| = inf |ab—m| < inf Hab—mb—m/a—i—mm/H: inf ||(a —m)(b—m)||
meM m,m’eM m,m’eM

< inf la—m|||[b —m|| = la + M][||b+ M]||
m,m'eM
Il reste a prouver que B est complet.
Soit donc (a, + M), une suite de Cauchy de B. On peut extraire une sous-suite (a,, +.M)y, telle
que

1
H(ankH + M) - (ank +M)H = H(ank“ B a”k) +M“ < ok

On pose my = 0 € M. Pour chaque k£ > 1,
1 1
Ipe € M+ [(anyey = an, —pi)|| < langey — an, + M| + ok < 9k—1

Puis, en posant my1 = pg + myg, on définit une suite d’éléments de M tels que

1
VEk =0, H(ank+1 — Myt1) — (@ny, — mk)H < 9kl

En particulier la suite (ay, —my) est de Cauchy dans A, donc converge vers une limite z € A. Par
continuité de z — = + M (|lz + M| < ||z —0]]), on a a,, — mp + M = ap, + M — 2+ M. On
a montré que toute suite de Cauchy dans B a une sous-suite convergente, ce qui montre que B est
complet, et finalement une algebre de Banach.

Soit b € B. Alors 0 # @ = dn(b) € C tel que n(b)1z — b est non-inversible dans 5. Comme ce
dernier est un corps, on a forcément 7n(b)1g —b = 0, et o(b) = {n(b)}. L’application n : b — n(b)
est un morphisme d’algebres de B dans C, qui plus est injectif comme tout morphisme de corps :
en effet, si b0/ € B,u € C, on a

pb — pn(d)1p = 0,0" —n(b)1p =0 = (ub+b) — (un(b) +n(¥'))1s =0
= un(b) +n(b') € o(ub+b") = {n(ub+b'}
De méme
b=n(b)1s, b =nl)1sg = bb' —n(b)n(bt')is =0 = n(bd') = n(b)n(t)

Le premier théoreme d’isomorphisme assure que B est isomorphe & son image, c¢’est-a-dire C, puisque

n(ls) = 1.
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Enfin on considere le morphisme d’algebres ¢ : A — C défini par ¢(a) = n(a + M), de noyau
M # A, done ¢ € A, et d’autre part, \ —a € Z C M, donc on p(A —a) =0 = ¢(a) = X. On a
finalement o(a) C {¢(a),p € A}, comme voulu. O

Dans le cas ou A = C*(1, A) est la C*-algebre unitaire engendrée par un élément normal A, qui
est commutative, on a un calcul fonctionnel continu, c’est-a-dire un *-morphisme unitaire et
isométrique C(o(A),C) 245 A tel que v(id,(4)) = A.

Le théoreme de Gelfand fournit un *-morphisme unitaire et isométrique entre A et C (A, C). On
considere 'application A: A o(A),¢ — ¢(A). C’est une application continue, surjective par le
lemme précédent. C’est en fait un homéomorphisme : comme toute bijection continue F +— F ou E
est compact et F est séparé est un homéomorphisme (puisque c’est une bijection fermée), il suffit
de montrer 'injectivité. Supposons que ¢(A) = 1(A). Alors pour tout polynéme P € C(X, X*),
on a ¢(P(A)) = ¢(P(A)) or {P(A),P € C(X, X*)} est dense dans C*(1, A), donc on a ¢ = 1) par
prolongement.

Cet homéomorphisme induit & son tour un #-isomorphisme unitaire C(o(A4),C) = C(A,C),

donné par f — fo A. Par composition, on obtient bien un *-isomorphisme ® 4 comme voulu. On
note f(A) I'élément ®4(f), et on a donc les relations f(A) + ug(A) = (f + ng)(A4), f(A)g(A) =

(f9)(A), F(A) = F(A)". De plus, on a F(A)*F(A) = F(A)F(A) = |fI2(A) = f(A)f(A)", done f(A)
est normal.

On a encore la version continue du théoréme de application spectrale : si A est une C*-algebre
unitaire d’opérateurs, et A € A est normal, alors Vf € C(6(A),C) on a f(c(A)) =c(f(A)).

En appliquant pour chaque A € C la translation affine A\ — X, on peut se ramener par image
spectrale polynomiale & montrer que f(A) est non-inversible (0 € o(f(A))) si et seulement si
0€ f(o(A)).

Si0¢ f(o(A),g:z+— ﬁ;U(A) — C est continue, donc f(A)g(A) = (fg)(A) =1 et f(A) est

inversible.
Réciproquement, procédons par ’absurde en supposant que f(A) soit inversible, mais 0 € f(o(A)),
disons f(Ag) = 0. Soit a > || f(A)7!||. On peut choisir une fonction continue h vérifiant, ||h|,, = o
et [|hf]l < 1. En effet soit § tel que f(B(Xo,8)) C] — 1, 1[, et considérons la fonction en tipi
h(A) = a(1 — M)*. On a bien ||h||,, = a car A\g € d(A)). Comme le calcul fonctionnel est
isométrique, on a : a = [[hll. = [R(A)| = || £~ (A) F(ARA)]| < | £ A|IFAAA] < a : une
contradiction.

Le calcul fonctionnel est source de toutes sortes de décompositions. On peut montrer que tout
élément s’écrit comme combinaison linéaire de quatres éléments de spectre positif, en remarquant
que tout élément auto-adjoint a s’écrit

1+a\" (1+a l1—a\" [(1-a
a= —
2 2 2 2
Puis en écrivant la décomposition en parties réelles et imaginaires, et en utilisant la proposition
suivante :

Proposition 1.17. Eléments positifs

Soit AT ={A e A:0(A) CRy, A= A*}. AlorsV\,u>0,A,B € A", on a NMA+uB € A"
(A" est un cone convexe). De plus on a l'égalité AT = {A*A, A € A}, si bien que la propriété de
positivité correspond exactement a celle d’étre auto-adjoint a spectre positif.
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Démonstration. Notons d’abord que pour A = A* et A > ||A|| = sup|o(A)|, on a [|N— Al =
supo(A — A) = X —inf o(A) par image spectrale polynomiale.
Puis, en notant que pour A, B € A auto-adjoints et A > 2(||A| Vv ||B]|), on a :
A A A
’ H = — —info(B),||]A—(A+ B)||=A—info(A+ B)

A inf o (A), 5

2

24 2B
2 2

A A
— info(A+ B) —info(A) —info(B) = H2 —AH + H2 —BH —A=A+B)|=0

Or AB e A" \,p >0 = info(M),info(uB) > 0 = infc(M +uB) >0 =
o(AM + puB) C Ry. Comme de plus MA + pB est auto-adjoint, il s’ensuit que AT est un cone
convexe.

Notons également la formule suivante lorsque A — AB est inversible, pour A # 0, alors A — BA est
inversible et on a )

(A—BAr1:Xu+JﬂA—ABrb@
Ceci implique en particulier que 0(AB) U {0} = o(BA) U {0}.

Soit A € A, et montrons que A*A € A'. Clairement, A*A est auto-adjoint. D’autre part, en
considérant les fonctions continues sur R  — 27 > 0,2 + 2= > 0, et en notant 272z~ = 0 =
x~at, 2T — 2~ = x, on obtient par calcul fonctionnel continu une décomposition A*A = (A*A)* —
(A*A)":=X-Y, X, Y € AT.Posons B=AY.Ona B*B=YA*AY =Y (X-Y)Y = -Y3 € - A"

En particulier, o(B*B) C R = o(BB*) C R_. Puis, B*B + BB* € — A", comme ce dernier
est un cone. En remarquant que B*B+ BB* = (F —iG)(F +iG) + (F +iG)(F —iG) = 2(F? + G?),
oll F, G sont les parties réelles et imaginaires auto-adjointes de B*B, on a F?,G? € A par calcul
fonctionnel, ce qui implique que

B*Bc AtU-A"T = o(B*B)Cc{0} = B=0 =Y =0= A=Xc A"

Réciproquement, si A € AT, A est auto-adjoint et par calcul fonctionnel continu, il existe un

élément auto-adjoint VA tel que \/>2 = \/Z*\/Z = A. |

La structure de C*-algebre est donc propice a la construction d’un calcul fonctionnel continu.
On va voir a présent que la structure d’algebre de von Neumann est propice a la construction d’un
calcul fonctionnel Borélien. Pour satisfaire a cette fin, recueillons d’abord quelques propriétés des
opérateurs de B(H), qui motivent par ailleurs la terminologie.

Définition 1.18. Un projecteur est un opérateur de B(H) auto-adjoint et idempotent.
Comme P = P2, ker(1 — P) = PH, limage d’un projecteur est donc un sous-espace fermé,
et on a toujours H = PH & (1 — P)H.
Comme P est auto-adjoint et en particulier normal, par image spectrale polynomiale, on a
o(P) = o(P)? = o(P) C {0,1} Réciproquement, pour tout sous-espace fermé E C H, il
existe un projecteur Pg tel que PeH = E. Cette correspondance établit une bijection entre
les sous-espaces fermés de H et les projecteurs de B(H).

Une isométrie partielle A est un opérateur tel que A*A et AA* sont des projecteurs.

Proposition 1.19. [Pet13] Soit A € B(H). a)A est normal < | Azx| = || A*z|| V&
b)A est auto-adjoint <= (Az,z) € R Vx
c) A est positif <= (Azx,z) >0 Vz
d)A est isométrique (au sens de la définition 1.1.2) <= ||Az|| = ||z| YV
e)A*A et AA* sont des projecteurs <= il eviste E C H un sous-espace fermé tel que A est une
isométrie et A‘EL =0, d’ou Uappelation d’isométrie partielle.
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Démonstration. Rappelons I'identité de polarisation pour la forme sesquilinéaire

3
1 .
(5,9) = (A y) = 7 D0 (A + iFy), o + i)
k=0

a)Si A est normal ||Az||> = (Az, Az) = (A*Ax,z) = (AA*z,z) = (A*z, A*z) = ||A*|°
Réciproquement, si ||Az| = ||A*x| Vz, on a (A*Aa: l‘> = (A*Azx,x) = ((A*A— AA")z,x) =0et
par polarisation, on a ((A*A— AA*)z,y) = LS JiF((A*A— AA*) (x+iFy), z +ify) = 0 Va,y —
A*A = AA*
a) et d) se déduisent de maniere tout a fait analogue.
c) Si A = B*B, (Az,z) = (B*Bx,z) = ||Bz||*> > 0. Réciproquement, si (Az,z) > 0Vz, on
montre que o(A) C [0,00[ <= VYA > 0,4+ X a un inverse dans B(#). Or, on a A|z|* < ((A+
Nz, z) < [(A+ Nz|||z]] = Al|lz|| < ||(A+ N)z||, par hypothese et Cauchy-Schwartz. L’inégalité
((A4+ Nz, z) > az||* montre que A+ X est injective, d’image dense, et Al|z|| < ||(A + A)z|| montre
que cette image est fermée. Donc A + \ est bijective. En remplacant x par (A + A)~ 12, on obtient
M[(A+X)7tz|| < ||lz|| done (A+ A)~! € B(H), comme voulu.
e) Si AA* et A*A sont des projecteurs, en notant £ = A*AH, on a (Ax, Ax) = (AA*Ax, Azx) =
(A*Az, A*Ar) = (z,7) Vr € E, donc Ag est une isométrie. Pour x € E* on a aussi (Ax, Az) =
(A*Ax,z) = 0, donc At = 0. Réciproquement, si A|p est une isométrie et Ay = 0, soit z € E+.
Alors on a (A* Az, A*Azx) = (Ax, AA*Axz) = 0, et si x € F, on a, en notant xp, z51 les projections
orthogonales sur E, E+, (Az, Ax) = (A(rp + 251), A(zp + 251)) = (Azg,Azg) = (vp,2g)
comme Ajp est une isométrie et Ay = 0, ceci veut dire (A*Ax,z) = (zp,zE) Yz et on conclut
par polarisation que A*Azx = zg V. ([

Définition 1.20. Soit X un espace topologique compact (qu’on munit de sa tribu borélienne B(X)).
Une mesure spectrale p sur X est une application B(X) — B(H) telle que :

w(A) est un projecteur VA € B(X)

u(@) =0,u(X) =1

u(ANB) = p(A)u(B) VA, B € B(X)

Va,yeH, A— (u(A)x,y) est une mesure de Radon (complexe) finie sur X, qu’on notera fig.,.
On voit en particulier que i, , est une mesure de Radon réelle, et que |p4|(X) < [|z|||y]l-

On observe que (z,y) — (u(A)x,y) est une forme sesqui-linéaire continue. En prenant f bornée
et borélienne comme limite croissante de fonctions simples, on a

(I)y)'_)/de/Joc,y

Est une forme sesquilinéaire continue, et par représentation de Riesz, il existe un unique opérateur
T € B(H) tel que [y fduszy = (T, y) Va,y. On notera

=/deu

On peut prouver, grace au lemme suivant, un analogue du théoreme de convergence monotone :

Lemme 1.21. Soit (A,,), une suite croissante d’opérateurs positifs, bornée uniformément : M :=
sup,, ||An| < oco. Alors il existe un opérateur borné A tel que A, — A pour la topologie faible

d’opérateurs.
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Démonstration. On considere la fonction z +— lim, (A,x,x), qui est ponctuellement bien définie
puisque cette suite est croissante et bornée par M||z||||y||. Par polarisation, on a aussi (x,y) —
lim,, (A,z,y) qui est bien définie, et qui est de plus une forme sesquilinéaire. Par le théoreme de
représentation de Riesz pour les formes sesquilinéaires, il existe un opérateur A € B(H) tel que
lim, (Ax,y) = (Az,y) Vz,y € H, donc A est la limite faible de A,,. O

Proposition 1.22. L’application f — [y fdu est un x-morphisme continu de la C*-algébre des
fonctions boréliennes bornées sur X vers B(H).

De plus, on a un résultat de convergence monotone : si f, est une suite croissante de fonctions
bornées telle que sup,, fn est bornée, alors on a la convergence faible-opérateur :

Anwﬂéjw

On arrive enfin qui s’appuie sur le théoréme suivant, généralisation du théoréeme spectral bien
connu pour les matrices normales de M, (C).

Théoréme 1.23. [Con90, p. 259]
Soit A une C*-algébre commutative et unitaire d’opérateurs. Alors il existe une unique mesure
spectrale pa sur o(A) = A telle que

VAEA,A:/ v(A)dua
a(A)

Ot v est la transformée de Gelfand A — A : ¢ — o(A).
La preuve est essentiellement formelle, il s’agit de jouer sur les différentes représentations des
formes linéaires et sesquilinéaires fournies par les théorémes de Riesz.

Démonstration. Pour z,y € H fixés, Iapplication f — (y~*(f)x,y) de C(A) dans C est une forme
linéaire continue (car y~! est une isométrie linéaire, et par Cauchy-Schwartz). Par le théoréme
de Riesz-Markov, il existe une unique mesure de Radon complexe p, sur A telle que Vf €
C(A,C), (Y M (f)w,y) = [4 fdptay.

Notons qu’en appliquant le théoréme de Riesz & la forme positive f — (y~1(f)x, ), on obtient
que iz, est une mesure réelle.

Soit a présent B un borélien de A, et considérons I’application

(2, y) = hay(B)

Le théoréme de Riesz-Markov assure par ailleurs que |, ,|(A) = £ = (v Dz )| < llzlllyll-
L’application ci-dessus est donc une forme sesquilinéaire (par unicité de p,,) continue, et le
théoreme de représentation de Riesz donne 'existence d’un unique opérateur borné p(B) vérifiant

<:U’(B)xay> = ,uac,y(B) Va:,y eH

Il est clair que (@) = 0 et (u(A)z,y) = prey(A) = (v (1), y) = (z,9).
D’autre part, on a (u(B)z,z) = pg.(B) € R, donc u(B) est auto-adjoint, et de plus, 1’égalité

<7_1(g),u(B)x, y> = fX gﬂBd,UfJ:,y montre que d:u,u(B)x,y = ]]-Bdﬂx,yv donc on a
(W(C)u(B)z, y) = /A lelpdpe,y = /A Lenpdpay = (u(C N B)z,y) Yo,y € H
Soit p(C)u(B) = u(C N B). En particulier u(B)? = u(B), donc p(B) est un projecteur et ju est

une mesure spectrale, dont 'unicité est garantie par sa construction.
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Enfin, on a par définition que A := fa( A)fy(A)du est I'unique opérateur vérifiant (Az,y) =
Liv(A)dpey = (v (v(A))z,y) = (Az,y) Va,y. On appelle p la mesure spectrale associée &
A.

O

Ce théoreme est a la base du calcul fonctionnel borélien. Si A est un opérateur normal, alors on
peut montrer[Con90, p. 264] que I'application f fg( A) fdua est un x-morphisme continu de la

C*-algebre des fonctions boréliennes bornées sur o(A) vers B(H), continu pour la topologie faible
d’opérateurs. Ceci montre en particulier que toute algebre de von Neumann contient les fonctions
boréliennes de ses éléments normaux.

Regardons le cas ou A € B(C") = M,(C) est un opérateur normal. Dans ce cas, o(A) est
I’ensemble discret de ses valeurs propres, et p4 est 'unique mesure spectrale sur o(A) vérifiant

A= > a{A})

A€o (A)

En prenant pa({\}) = P(V)) l'opérateur de projection orthogonale sur ’espace propre V) associé
a A, on voit que c’est bien une mesure spectrale vérifiant cette équation. Pour f une fonction
borélienne définie sur o(A), on définit donc f(A) comme 'opérateur

fFA) = Y FVP(VA)

Ao (A)

Du point de vue calculatoire, ceci correspond & 'opération de diagonaliser la matrice A dans une
base orthogonale, appliquer f sur la diagonale, puis appliquer la conjugaison inverse.

Si A est un opérateur auto-adjoint d’une algebre de von Neumann M, en approchant par en-
dessous la fonction A — X sur o(A) par une suite croissante de fonctions simples, qui correspondent
a une combinaison linéaire finie de projecteurs, on voit que A est contenue dans I’adhérence faible
du sous-espace engendré par les projecteurs de M. La méme chose reste vraie pour n’importe
quel opérateur B, en le décomposant en deux parties auto-adjointes. Il s’ensuit que la donnée des
projecteurs contenus dans M suffit a décrire entierement M. Ce fait, et I'interprétation géométrique
qui suit, nous pousse a concentrer notre regard sur ’ensemble des projecteurs de M.

Définition 1.24. Soit M C B(H) une algébre de von Neumann. On note P(M) l’ensemble des
projecteurs de M.

Pour A, B auto-adjoints, on définit la relation < par A < B <= B — A est positif Si (Py)acr
est une famille de projections, on note

Vr-r ()

acl ael
/\ Po=P([) Eo)
acl acl

Ou E,, est le sous-espace fermé tel que P, soit le projecteur orthogonal sur E,, et P(E) désigne la
projection sur E pour un sous-espace fermé E.

SN
Comme on a (Zael Ea) = Naes Ea, il s’ensuit que

P<ZEQL>:1\/Pa:P<ﬂEé>:/\(1Pa)

acl acl ael ael

19



Si M = B(H), Uordre sur les projecteurs est exactement 1’ordre induit par la correspondance entre
sous-espaces fermés et projecteurs, et P(B(H)) est un treillis, ¢’est-a-dire un ensemble partiellement
ordonné tel que chaque paire d’éléments a un plus grand minorant et un plus petit minorant. C’est
méme un treillis complet tel que chaque partie a une borne supérieure et une inférieure, et les
opérateurs A,V associent précisément une famille (Py)a — (Ea)a 2 leurs bornes, respectivement
inférieures et supérieures.

Si M est une sous-algebre propre de B(H), il n’est pas dit a priori que ces bornes appartiennent
encore & M. C’est une conséquence du lemme 1.20 qui implique que si (P,), est une suite de
projecteurs deux-a-deux orthogonaux, la somme ) P, est bien définie par la limite de ses sommes
partielles pour la topologie faible d’opérateur, et que c’est un projecteur, puisque P(M) est fermé
pour la topologie faible. La méme preuve s’applique en prenant des suites généralisées dans le lemme
et comme définition de la topologie faible d’opérateurs, ce qui montre, comme la suite (VjP,) cr
est croissante, que P(M) est un treillis complet (la borne inférieure suit par passage a I'orthogonal).

Pour voir que P(M) est faiblement fermé, il suffit de remarquer que

P(M)=Mn () £, {0} ng, ' ({0})

zEH

ou fp : A= ((A* — A)z,x),9, + A — (Azx,(A — 1)z) sont continues pour la topologie faible
d’opérateurs.

Si H est séparable, dans B(H), on peut toujours, pour calculer les bornes, se ramener au cas
ot I est dénombrable. En effet, si {,,n € N} est dense dans #H, {x,,n € N} N} ; E, est dense
dans ) ; Fn, qui est donc égal a ) Cx,. Le cas de la borne inférieure suit en considérant les
supplémentaires orthogonaux comme ci-dessus. Comme H admet une base hilbertienne dense, on
peut méme prendre les espaces deux a deux orthogonaux.

Gardons ceci & l'esprit lorsque nous pensons & M = L®(X, F, u) C B(L*(X,F,u)). Dans ce cas
les projecteurs sont exactement les opérateurs de multiplication T, ot f est mesurables, et tels que
T]% =Ty. Or T]? = T2, ce qui impose f?=f dou f(X) c {0,1}. Autrement dit, les projecteurs de
M sont exactement les fonctions indicatrices de F, avec P4 := T}, pour A € F associé au sous-
espace fermé de L2, {f : fix\a = 0}. Dans ce cas on a précisément Parp = Panp, Pavp = Paus,
et on voit, que pour ne pas rencontrer de problemes de mesurabilité, il est sans doute plus sage de
se restreindre au cas ou H est séparable, ce qui est en particulier le cas si X est polonais.

Définition 1.25. Soit M C B(H) une algébre de von Neumann. Deuz projecteurs P,Q € P(M)
sont dits von Neumann-Murray €équivalents, et on note P ~ Q, si il existe une isométrie
partielle I € M telle que I*I = P, II* = Q). Moralement, ceci signifie que M reconnait que les
espaces PH et QH sont géométriqguement les mémes.

Si E et F sont des sous-espaces de dimension finie n dans H, munissons les des bases hilbertiennes
(€i)1<i<n, et (fi)i<i<n. Alors l'application » = P(E*L) + Yomtn i€ Y aifi est une
isométrie partielle de E sur F. On peut considérer que, géométriquement, les espaces E et F
sont les mémes, et on voit qu’ils sont précisément von Neumann-Murray équivalents. L’idée de
von Neumann et Murray est d’utiliser cette identification pour comprendre la structure du treillis
P(M). En effet, on peut montrer que cette relation est une relation d’équivalence, et que l'ordre
partiel sur P(M) passe au quotient pour donner un ordre partiel sur P(M)/ ~. De surcroit, si M
est un facteur, alors on peut montrer que cet ordre est total. Ceci conduit a classifier les facteurs
en fonction de la nature de cet ordre. Il s’agit d’'un vaste sujet, qui pourrait nous emmener tres
loin, et qui est développé dans [Sun87]. Pour I’heure, laissons de c6té les algeébres de von Neumann,
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mais pas notre conviction qu’elles constituent une structure intéressante. Regardons a présent les
espaces de probabilité non-commutatifs.

2. PROBABILITES NON-COMMUTATIVES

On peut enfin aborder le sujet des probabilités non-commutatives. L’objectif de cette section
est d’exposer brievement les concepts fondamentaux de la théorie, pour ensuite aborder le sujet de
I'indépendance libre, qui joue dans le cadre commutatif un réle analogue a celui de I'indépendance
classique, mais dont la combinatoire est beaucoup plus complexe. Enfin nous aborderons un résultat
d’indépendance libre asymptotique entre des grandes matrices, qui justifie heuristiquement 1’idée
que les variables non-commutatives peuvent étre approximées par de grandes matrices, idée qui
est a la source de la définition de l’entropie libre, sujet de la prochaine section. L’exposé est
nécessairement bref, tout le détail peut étre trouvé dans le livre de Nica et Speicher [Spe06].

2.1. Espaces de probabilités non-commutatifs et distributions non-commutatives.

Définition 2.1. Un espace de probabilités non-commutatif est un couple (M, ), ot M est
une C-algébre unitaire et ¢ est une forme C-linéaire vérifiant p(1p) = 1. On dit que ¢ est un
état.

Si p(ab) = @(ba) Ya,b € M, on dit que ’état est tracial, et l'espace de probabilités non-
commutatif (M, @) est un espace tracial.

Si M est une x-algébre et que @ est positive, au sens ou elle prend des valeurs positives sur
chaque élément positif :

v(a*a) >0 Va

alors (M, @) est un x-espace de probabilités.

Si on a Uimplication p(a*a) =0 = a =0, ¢ est dite fidéle.

Si de plus M est une C*-algébre et (M, p) est un x-espace de probabilité, on parle alors de
C*-espace de probabilités.

Si M est une algébre de von Neumann, que (M, @) est un x-espace de probabilités tracial, on
parle de W*-espace de probabilités.

Dans un x-espace de probabilités, on a toujours que ¢(a*) = @(a). En effet, en faisant la
décomposition a = z + iy en parties réelle et imaginaire auto-adjointes, il suffit de se ramener
a montrer que pour a auto-adjoint, p(a) € R, mais ceci est impliqué par la positivité de ¢, en
décomposant a en différence de deux éléments positifs.

Il s’ensuit que (a,b) — ¢(b*a) est une forme sesquilinéaire positive semi-définie, et vérifie par
conséquent I'inégalité de Cauchy-Schwartz

lp(b"a)| < V/p(a*a)p(b*d)
11 s’ensuit en particulier que si (A, ¢) est un C*-espace de probabilités, alors ¢ est automatiquement
continue. Regardons d’abord le cas positif, p € A+. Alors on a ¢(p) > 0 par positivité, et comme
Ilpll = p(p), car p est normal, on peut définir b = f(p) = (||p|| —p)%, qui est auto-adjoint car f = f
ou f(N) = (|lp| — /\)% Donc on a ¢(b*d) = ¢(||p|l — p) = 0 par positivité de ¢, ce qui implique

e(p) < pll.
Si a est & présent un élément quelconque, en considérant ’élément positif a*a, On a |p(a)| <

V(a*a) par Cauchy-Schwartz, puis

p(a)] < Vlla*all = [la

En utilisant le cas positif et l'identité (C*1).
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La premiere chose a noter est que ce point de vue recouvre les espaces de probabilités usuels a
travers leurs algebres de variables aléatoires : L (€, F,P) et L™°°(Q2, F,P), munies 'intégration
par rapport & P, E : X — fQ X (w)P(dw), sont respectivement un W*-espace de probabilités et un
*-espace de probabilité tracial, et E est fidele puisque E[XX] =0 = |X|> =0 p.p..

Dans la mesure ou toutes les indicatrices 14, A € F sont des éléments de ces algebres, aucune
information n’est perdue en adoptant ce point de vue.

L’algebre de von Neumann des matrices M, (C) munie de la forme tr : A — 1 Tr(A), fait de
(M,,(C), ) un W*-espace de probabilités avec état fidele. La positivité et la fidélité de tr découlent
du fait que tr(A*A) est simplement le carré de sa norme de Frobenius, normalisé pour avoir tr(/,) =
1.

On peut également munir la x-algebre M, (L~ (2, FIP)) des matrices carrées aléatoires de la
forme

T: M= (Mij)lgi,jgn — / tr(M(w))IP’(dw)
Q
Du point de vue algébrique, il s’agit d’un cas d’extension des scalaires :
M, (L7 (Q, FP)) = L (0, FP) @ My (C)

Ou la matrice élémentaire (0p;,;X )1<i j<n, X € L7 s’identifie au tenseur élémentaire Ey @ X, et
7 a tr QP. C’est un x-espace de probabilités tracial.

Si H est un espace de Hilbert complexe, A C B(H) une sous-x-algebre, et xg € H est tel que
||zo|| = 1, alors ¢ : A+ C, A — (Axg, xo) fait de (A, ¢) un *-espace de probabilités. Un des intéréts
de cette description est que la continuité faible d’opérateur de A — (Axg, zp) permet d’étendre ¢ a
ladhérence faible de A, par prolongement. Si 7 est tracial, on obtient en particulier un W*-espace
de probabilités

C[G], muni de la forme 7 : (ag)gec + e est un *-espace de probabilités tracial. Notons que
dans B(L?*(G)), on a toujours 7((ay)gec) = ((Xgeq @gAg)de; de), et comme J¢ est de norme 1,
Iinclusion de C[G] dans B(L?*(G)) est de la forme donnée au paragraphe précédent. En surchargant
la définition de 7, on obtient que (L(G), ) est un W*-espace de probabilités. Il est souvent utile de
voir les espaces de probabilités comme des sous-algebres d’opérateurs, ce qui motive la définition
suivante.

Définition 2.2. Une représentation d’un x-espace de probabilités (A, @) correspond a la donnée
d’un espace de Hilbert complexe H, d’un morphisme de x-algebres unitaires ® : A — B(H) et d'un
vecteur xo € H de norme 1 vérifiant p(a) = (P(A)xo, zo). Si ce morphisme est injectif, alors on

parle de représentation fidéle.

Plus généralement, on parlera de morphisme (A, ) i) (B,v) d’espaces de probabilités pour

désigner les morphismes A — B vérifiant o = o f, et on fera varier la notion de morphisme en
fonction de la structure algébrique de A.

L’injection L (8, F,P) — B(L?(, FP)) et le vecteur 1 forment une représentation. Il est facile
de vérifier que qu’il n’existe pas de vecteur xg dans tel que l’identité fournisse une représentation

de (M,(C),tr) dans C" (autrement dit ’état tr n’est pas représenté par un vecteur), mais si
® : M,(C) — B(C™) = M,2(C) est Dinjection diagonale selon une base (€ij)1<ij<n, On voit

que le vecteur zp = (ﬁ)lgmgn) fournit une représentation fidele. Par extension, on obtient une

représentation de M, (L>(Q, FP)) sur B(L%(Q, F,P)"") grace a X = (BQ—\/%)KLKH).

Si (A, T) est un *-espace de probabilités tracial, on a immédiatement que

Vai,ag, -+ ,an € A7 QD(al o 'a'ﬂ) = (p(a2 o 'ana‘l) = gp(aa(l) o 'aa(n))
22



Pour n’importe quelle permutation cyclique o de {1,--- ,n}. En particulier, si u € A est unitaire,
alors on a p(u*au) = p(auu*) = p(a), c’est-a-dire que ¢ est invariant sous l'action par conjugaison
du groupe multiplicatif des éléments unitaires, et méme plus généralement sous l'action de son
groupe d’éléments inversibles.

En particulier lorsque A = M, (C) et A € A est une matrice normale, le théoréme spectral
affirme que A est unitairement conjuguée a la matrice diagonale de ses valeurs propres A =
diag((Ni)1<i<n)s A1 < A2 < --- < Ay ¢ A = U*AU pour une certaine matrice unitaire U € U,,.
On obtient donc par exemple que

Vk, tr(A¥) = tr(U*A*U) = 1 Y N
n
=1

Les identités de Newton permettent alors de calculer x 4(A) = det(A—ATI), le polynéme caractéristique
de A, puis toutes ses valeurs propres.Autrement dit la collection {tr(M¥),k > 0} caractérise
complétement A, puis 'orbite de A sous 'action de U(n) par conjugaison.

La méme observation s’étend aux conjugaisons simultanées par un méme élément unitaire :
si (a1, -+ ,an) € A", u € A unitaire, on a p(u*aju---u*aju) = e(uar(uu*)--- (vu*)ay,u) =
p(u*ay - apu) = p(ag - - ap).

Il existe aussi dans ce cas un résultat de théorie des invariants [Pro76]qui affirme que les
moments miztes de (Aq,...,Ay) oules Ay, .-+, A, € M,(C) caractérisent completement 'orbite
de (Ay,...,A,) sous l'action de conjugaison simultanée de U,,. Plus explicitement,

tr( A - ‘Aip) = tr(By, - 'Bip) Vp € NV(iq,... ,ip) € {1, . ,n}p
— U U, : U'AU = B; Vi

Géométriquement, ceci signifie que les moments mixtes encodent toutes les valeurs propres des A4;,
mais aussi les orientations relatives des sous-espaces propres associés dans C”.

Soit A un C*-espace de probabilités, et a € A normal. On considere C*(1,a) C A, qui est une
sous *-algebre commutative, isomorphe a C(o(a),C), via f +— f(a) par le théoreme de Gelfand.
Alors f — ¢(f(a)) est une forme linéaire continue, et positive sur C(o(a), C). Le théoréme de Riesz
affirme donc qu’il existe une unique mesure de Radon borélienne p, a support dans o(a) vérifiant

o(f(a)) = / ) JHa=9(@) V7 € Co(@), )

Comme ¢(1) = 1, on a aussi que uq(o(a)) = 1, si bien que p, est une mesure de probabilités.
Pour P € C(X, X*), notons i, : C(X, X*) — C,P — ¢(P(a,a*)). Autrement dit, par linéarité,
et puisque a et a¢* commutent, I'information portée par fi, est aussi celle portée par la collection
des {¢((a*)™a™),m > 0,n > 0}. Or, Papplication C(X* X) & C(o(a,C)) qui & un polynéme
associe sa fonction polynomiale est telle que, par calcul fonctionnel, i, = pg o ¢ (ot on note
pa o f = [ fdpe = ¢(f(a))). Mais comme o(A) est compact, le théoréme de Stone-Weierstrass
implique que p, est déterminée par la valeur qu’elle prend sur les fonctions polynomiales, si bien
que la connaissance de fi, suffit a déterminer p,.

Dans les cas ou a n’est pas normal, on perd la commutativité de C*(1,a), et l'interprétation
analytique de [i,, mais celle-ci motive cependant la généralisation suivante.

Définition 2.3. Soit A un *-espace de probabilités, et a € A un élément quelconque. On appelle
distribution non-commautative ou x-distribution la forme linéaire

to : C(X, X*); P — P(a,a”)
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Si M est un mondome non-commutatif, c’est-a-dire de la forme

k
M=]]X% &€ {l,x} Vi

i=1
pour un certain k € N, le nombre (M) est I’*-moment de a associé a M, et la donnée de [’x-
distribution de a correspond exactement a la donnée de ses x-moments.
St de plus, a est normal dans un C*-espace de probabilités, la remarque ci-dessus montre qu’il existe
une unique mesure de probabilité borélienne sur o(a), telle que pq(P) est donnée par 'intégrale de
P sous cette mesure, que l'on désignera comme la distribution analytique de a. Elle est en
particulier caractérisée par l’équation :

p(a™™a"™) = / zZ"2"dpg Ym,n € N
o(a)

Dans le cas ot A est un C*-espace de probabilités, les propriétés spectrales permettent de préciser
la nature de pq en fonction de celle de a :

Si a est auto-adjoint, supp(ue) C R

Si a est positif, supp(pa) C Ry

Si a est positif, supp(ue) C S', le cercle unité de C

Si a est un projecteur , supp(uq) C {0,1}
Proposition 2.4. Dans le cas ot (A, p) est un C*-espace de probabilités tel que ¢ soit fidéle, et
a € A est normal, on a exactement :

supp flq = 0(a)

De plus, pour f € C(o(a)), on a pigq) = felta, la mesure image de pq par f.
Démonstration. Pour (A, ¢) un C*-espace de probabilités et a normal, on a toujours l'inclusion

supp ptq C o(a). Pour I'inclusion réciproque, supposons qu’il existe un A € o(a) tel que A & supp pq.
Comme C\ supp p, est un ouvert, prenons r > 0 tel que B(A, ) C C\ supp pq. Soit f la fonction en

tipi valant 1 en A et 0 en dehors de B(, A\, r), f(z) = (1 — @)* < 1. Alorson a ||f(a)|| =1
par calcul fonctionnel continu, et on a

p(f(a)* f(a)) = (f(a)?) = “ (@)’ dpta < pa(B(A,T)) =0

Donc ¢ n’est pas fidele. On conclut a la contraposée.
Pour toute g € C(o(f(a)),C), et comme f(a) est normal, on a

o fldu, = = d s
/U(a)(g Hdpa = p(g(f(a)) /U(f(a))g 1 f(a)

Or par changement de variable,

9} fd a — df* a
/ff(a) ! 8 /f(U(a)) A
Comme o(f(a)) = f(co(a)), on conclut. O

Exemple 9. Calculons quelques exemples de distributions analytiques dans le cas commutatif,
c’est-a-dire normal, et voyons qu’il n’y a rien de tres surprenant.
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Vérifions que dans le cas d'une C*-algebre classique de variables aléatoires, la distribution
analytique d’une variable Y € L*(Q, F,P) est sa distribution au sens classique, py. Il suffit de
vérifier que pour un polynéme P € C(X, X*), on a bien

BP(Y)) = BIP(Y)] = [ Py () = [ P2y ()

, ot on note P = 1po,r) P, avec P(]Y| < R) = 1, qui est mesurable et bornée.

Soit A = M,,(C) et A € A une matrice normale. Alors le spectre de A est 'ensemble discret de
ses valeurs propres, et la distribution analytique de A est I'unique mesure de probabilités sur o(A)
vérifiant pour toute f continue :

Lgpaay = [ f(4)dua

n a(A)

En prenant f = 11y olt A € 0(A), on obtient “* = 114()). On en déduit que

my
A = —=0
AerZ(A) K
ol ) est la multiplicité de la valeur propre A pour A. C’est donc la mesure de comptage normalisée
sur o(A), ou les valeurs multiples sont comptées avec leur multiplicité.
Soit A = CG, G discret, muni de la trace 7, dont on peut montrer la fidélité. On considere
I'élément g € CG, qui est normal, et unitaire. Sa distribution analytique est donc portée par S!, et
la donnée de ses *-moments correspond donc & la donnée des ¢(g*), k € Z. De surcroit on a :

mwﬂz{l. gh=e

0 sinon

En particulier on a 74 (g*) = Lord(g)|k- L distribution analytique de g est donc 'unique mesure de
probabilité sur le cercle unité vérifiant :

27 )
/0 €™ 119(d0) = Tora (gl

d

Si ord(g) = oo, ceci équivaut a k = 0, et on V01t que la mesure du, = O est celle qui convient, et si

ord(g) = p € N, alors il s’agit de la mesure - Z o 0 Og2ikn/p- Ce sont dans les deux cas des mesures
de Haar, respectlvement sur le cercle unité et sur le groupe cyclique des n-iemes racines de 'unité.

Exemple 10. Examinons maintenant un premier exemple simple utilisant un élément non-normal.

Soit H = (*(N), et S € B(H). On définit 'espace de probabilités non-commutatif (#, @) ot
v A (Adp, dp), oul on note (dy,)nen la base canonique de H. Considérons 'opérateur de décalage
T : défini par T = Jx+1. Son adjoint est alors défini par T*dy — Jx—1 pour k > 1, et T*0g = 0.
On a clairement T T = 1, mais T™ n’est pas inversible, donc T' est une isométrie non-unitaire, en
particulier non-normal.

En revanche, I’élément T+ T est normal, et méme auto-adjoint, ce qui implique que son *-
distribution est déterminée par la valeur des

<(T + T*)n5o, 50>, neN

Or, on a

(T+T)"= Y T"-..T9

ec{l,x}n
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Et donc on en déduit que :
o((TH+T")")={ee{1,x}": T Ty = dp}|

Observons a présent que si il existe un 1 < k < n tel que Ni(x) := {1 <j<k:eg =%} > |{1 <
Jj <k:e =1} := Ni(1), alors on a

T% .- T%5 =0
et si Ng(1) > Ni(x)V1 < k < n, alors

T% T = N, (1)=Nu(x) 7 %0
Il s’ensuit que
o(T+T*)" =D,
Ou D, est le nombre de suites {ey,...,€,} telles que N, (1) = Ny, (€), Ni(1) > Ni(e) V1 < k < n. 1l
s’agit en fait d’un probléme de combinatoire classique, I’énumération des chemins de Dyck, dont la
réponse est donnée par :
D2n+1 = 07 D2n = Cn

ou C), est le n-itme nombre de Catalan, C,, = n%rl(%?) = (2;;) - (n%fl). Or on peut vérifier que

les moments de la densité f(x) = 1j_99(z)v4 — 22, en les exprimant en fonction d’intégrales de
Wallis, sont donné par C,, /; lorsque n est pair, les moments impairs étant manifestement nuls. En
d’autres termes,

/R 2" f(z)dz = Dy,

ce qui montre que 7'+ T™* a comme distribution analytique la mesure sur [—2, 2] de densité f. Un
tel élément est appelé semi-circulaire standard.

Dans le cas non-normal, on a vu que la non-commutativité a priori de la sous-algebre engendrée
nous pousse a considérer sa distribution comme la donnée de ses x-moments. On procede de méme
pour définir les distributions jointes. Formellement :

Définition 2.5. Soient (a1,...,a,) € A" ou A est un x-espace de probabilités. On définit alors
encore [’x-distribution jointe, comme la donnée des moments miztes des (a1, ..., ay), c’est-a-dire
la forme linéaire

Pay,an - C(X1, .., Xn, Xy, X0) = C; P — o(Play,. .., ay))

Remarquons que si ¢ est fidele, la distribution d’un n-uplet (a1, ..., a,) ne dépend pas de ’espace
sur lequel on le représente, au sens ol on a un isomorphisme de *-espaces de probabilités

A (a1, ... an) 2 +(1,by,....by) C B

ol (B,1) est un *-espace de probabilité muni d’un état fidele, des qu'on a pu, b, = Hay,....an-
Dénotons cette forme p pour alléger les notations. Pour P,@Q € C{ay,...,an,af,...,a’), on a
P(ay,...,an) = Q(a1,...,a,) <= o((P—Q)*(a1,...,a,)(P —Q)(a1,...,a,)) =0 <= u((P —
Q)" (P—-Q) < P(by,...,by), par fidélité de 1.

L’application ® : %(1,a1,...,a,) — *(1,b1,...,b,) est donc bien définie par P(aq,...,a,) —
P(by,...,by), et bijective, c’est clairement un x-morphisme, et on a

e(P(ay, ... an)) = p(P) = P(P(b1),...,bn) = o ®(P(ay, ..., an))
® est donc un isomorphisme d’x-espaces de probabilités.
On peut également montrer[Spe06, p. 66], grace & un analogue de la formule de Gelfand pour

o, que si A et B sont des C*-espaces de probabilité, que ce *-isomorphisme se prolonge a un
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C*-isomorphisme (c’est-a-dire un #-isomorphisme isométrique) entre les C*-algebres respectives
engendrées par ces n-uplets.

Définissons enfin la notion de convergence en distribution non-commutative, de la seule maniere
qu’on puisse espérer, c’est-a-dire par convergence des moments

Définition 2.6. Soit (Ag, ¢r)ken une suite d’espace de probabilités non-commutatifs, et pour
k)

chaque k, on fixe un n-uplet (ag .,a%k)). Soit également (A, p) un espace de probabilités non-

(k)

commutatif, (a1, ...,a,) € A™. On dit alors que la suite (agk), ...,ap )k converge en distribution
non-commautative si pour tout P € C(Xq,..., Xy, X{,..., X)), on a

n—oo

on(Pal®) . a)) 222 o(P(ay,. .. an))

n

n—oo
= Ha®,...al) 7 Har,an)

En tout point. On peut naturellement étendre cette définition a des familles (a&k))keN,ag arbitraires
en disant qu’une telle famille converge en distribution non-commutative vers (aq)acs St pour tout

(k)

J C I fini, on a la convergence en distribution non-commutative (ag” )acs — (aa)acs

2.2. Indépendance libre. Dans un espace de probabilités classique (2, F,P), une famille (Fy)aer
de sous-o-algebres est dite indépendante si et seulement si :

VJ C I fini, Y(Aa)aet, Aa € Fo Y

P((1) 4a) = [] P(4a)

aed acJ
On peut reformuler cette définition de fagon équivalente : la famille (F,)qer est indépendante si et
seulement si

Vo 7£ a2 75 s 7& ag €1, \V/(Xaj)j:L..,kaXa € LOO(Qafav]P)) Va
E[Xo,] =0V1<j<k = E[ [[ Xo,]=0
1<j<k
Le sens = est évident. Pour I’autre sens, on considere, pour (A, )qes donné, les variables centrées

(1o —P(Aq))aecs- On a alors, en montrant par récurrence sur |J|, le cas |J| = 1 étant tautologique,
que P((,cs Aa) = [[oes P(Aa) VAL € Fa.
E[[[(Qa, ~PAN =0=E[[] ta+ > D™E[J] 141 ][] B(45)
aclJ aclJ @#KCJ vyeJ\K BeEK

Tous les espérances dans la somme sont connues par un cas de récurrence de rang inférieur a |.J|,
puisque K est non-vide, donc on obtient :

P(() 4a) = - [[P(4a) D (-D)'X
acJ acJ o#KCJ

Et on se rameéne a évaluer la somme
|J] 7]

> ¥ =Y (e =3 (et -r-a-pp-1--

GAKCJ k=1 k=0

Ce qui conclut. La notion d’indépendance libre est celle qu’on obtient quand on remplace la
condition

o Fag F L F
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par la condition :
a1 # o, F Q3,. .., Qp 1 F O,

Définition 2.7. On se donne un espace de probabilités non-commutatif (A, ), et une famille
(Ax)acr de sous-algébres unitaires. On dit qu’elles forment une famille librement indépendante,
S6:
Vk €N, Yog # ag, a0 # as, ..., 41 # g, (aq,...,a5) € I
V (aj)j=1..k> aj € Aa; Vi

p(aj) =0V = o( [] a;)=0
j=l..k
De la méme fagon qu’en probabilités classiques, on définit l'indépendance libre de variables aléatoires
non-commutatives comme celle des sous-algebres unitaires engendrées, et, si on est dans un *-
espace de probabilités, on définit I’x-indépendance libre comme l’indépendance libre des x-algébres
engendrées.

Il est clair que deux variables aléatoires indépendantes ne sont en général pas librement indépendantes :

par exemple, si X1 = (—=1)%1,Y] = (-1)P2, X5 = —X1,Y5 = —Y; ot X ~ Y sont des variables
de Bernoulli indépendantes de parametre 1, on a E[X;] = E[Y;] = E[X,] = E[Ys] = 0, mais
E[X1Y1 X5Y5] = 1. Pour voir ce que donnerait ce calcul dans le cas libre, posons ai,bi,as et by
des éléments d’un espace de probabilités non-commutatif (A, ), en provenance de deux sous-
algebres librement indépendantes. Considérons les variables a; — ¢(a;), b; — ¢(b;) pour i = 1,2,
telles que p(a; —p(a;)) = @(bj —¢(b;)) = 0, et qui sont librement indépendantes, puisque contenues
dans les sous-algebres unitaires engendrées respectivement par a; et b; (on vérifie facilement que
deux sous-algebres respectives de deux algebres librement indépendantes sont elles-méme librement
indépendantes). Calculons alors :

e((a1 — p(a1)) (b1 — ¢(b1))(az — p(az))(b2 — )

= p(arbiazba) — p(b2)p(arbiaz) — p(az)p(ai1biba) + p(az)p(b 2)@(0161)
—p(b1)p(arazbz) + p(b1)p(b2)p(araz) + o(b1)p(az)p(aiba) — ¢la1)p(br)p(az)e(bs)
—p(a1)p(brazbz) + p(a1)p(b2)p(braz) + p(a1)e(az)e(biba) — ¢(a1)p(az)p(br)e(bs)
+p(a1)p(b)pazbz) — p(ar)p(az)e(b1)p(b2) — p(a1)p(az)p(b)e(b2) + ¢a1)p(az)e(br)e(bs)

On peut continuer a simplifier. On peut vérifier, en utilisant la méme technique de substitution par
des variables centrées, que, ¢(cd) = ¢(c)p(d), pour c et d librement indépendantes, puis également
que p(cdd') = p(cd)p(d), si ¢, sont dans la méme sous-algebre librement indépendante de d. En
appliquant ceci au calcul ci-dessus, on obtient, aprés moult simplifications :

p(arbrazbz) = p(araz)p(b1)e(b2) + pa1)e(az)p(bib2) — ¢(a)p(az)p(b1)e(b2)

Le résultat est différent du ¢(ajaz)@(bi1b2) qu’on aurait obtenu dans le cas classique, mais similaire
dans le sens ou pour le calculer, on a in fine seulement besoin de connaitre

4,0(@1)7 @(CLQ)? SO(G’ICLQ)a (p(bl)7 90(62)7 (p(ble)

Autrement dit, comme dans le cas classique, ce moment mixte de (a,b) se calcule en fonction
des moments (non-mixtes) de a,b. Ce fait se généralise dans la proposition suivante, dont la
démonstration est assez analogue du cas classique, mais qui montre bien a quel point la combinatoire
se complique dans le cadre non-commutatif.
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Proposition 2.8. [Bia98| Soit r € N. Pour une partition m de {1,...,n}, écrivons

or=J] elai...a;)

{il,...,ir}Gﬂ'
i< <ir

Et notons w1 < mo Uordre sur les partitions défini par m1 < mo st et seulement si toute classe de my
s’écrit comme une union (forcément disjointe) de classes de .

Soient (Aq)acs une famille de sous-algébres librement indépendantes, donnons nous une famille
finie (a1, ...,ay) telle que ay, € Aq, Vk. Partitionnons {1,...,n} := n via la relation d’équivalence
i~j & o = «aj, et notons Il cette partition. Alors on a le résultat : pour chaque m < 11, il
existe des coefficients c(m,11) ne dépendant que de (m,1II) tels que

olay...ap) = Z c(m, I)pr
<1l

Démonstration. On raisonne par récurrence sur k. Si k = 1, la seule partition est la partition triviale
1, et on pose ¢(1,1) = 1. Sinon, on consideére les variables recentrées a; = a; — ¢(a;), et on écrit :

0=p(d ap)=glar--a)+ > (DT elarn)e( T @)
@#KCn keK jen\K

Ot le produit a l'intérieur de ¢ est ordonné. Considérons, pour chaque K, la partition IIx de n\ K
par la relation d’équivalence ~. Comme K est non-vide, I'hypothese de récurrence nous dit qu’on

peut écrire
e 1] @)= D elmlx)en
jel‘l\K 7'('<HK

En substituant, on obtient

plar--ap)=— Y (DF T wlar) Y- elmr)es

@#KCn keK r<Ilg
=— > EDEES T elm, mex [ elar)
@#KCn <l keK

Or, pour m < IIg une partition donnée, or [,c i p(ar) = @p , ot 7’ = 7' (7w, K) est la partition de
n telle que la classe de tout élément de K soit un singleton, et telle que la classe de tout élément
x € n\ K soit cly(x) \ K. Il est clair que 7/ < II : si & ~, 2/, alors soit 2’ € K Va € K ce qui
implique x = 2/, soit x ~, 2’ et x ~ 2’ puisque ™ < II. On a donc finalement :

plax = > D ) e(m i)

o#AKCnn<llg

qui est bien une somme sur les sous-partitions de II.

Comme chaque @, avec m < II est I'espérance d’'un produit d’éléments appartenant a la méme
classe d’équivalence modulo ~, ce qui signifie que tous ces éléments appartiennent a une méme
sous-algebre, il s’ensuit qu’étant donné des sous-algebres librement indépendantes (A, )aer et une
famille d’éléments (ay,...,a,) appartenant a la réunion de ces sous-algebres, il suffit en principe
de connaitre les restrictions (<p| A, )act pour pouvoir calculer ¢(aq - - ap). C’est un peu trompeur,
puisqu’il faut aussi connaitre les ¢(m, II), ce qui constitue le point de départ de la riche théorie
combinatoire développée par Roland Speicher. ([l
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On peut abstraire le cas de I'indépendance classique au cadre des espaces non-commutatifs, en
disant que des sous-algebres sont classiquements indépendantes si et seulement si tout moment
w(ay ...ay) se factorise en ¢, ce qui revient a dire que, dans cette théorie de l'indépendance
classique, on a c(II,II) = 1, ¢(m,II) = 0 Vo < II. On aurait pu également adopter la définition
centrée qu’on a vu plus haut.

Soient (A, ¢), (B, 1) deux espaces deux probabilités non-commutatifs. On peut munir la C-algebre
A® B d’une structure d’espace de probabilités non-commutatif, grace a ’état ¢ ® 1» déterminé par
e YP(a®b) = pla)p(b) Ya € A, b € B. 1l est tres facile de voir que les sous-algebres unitaires
A® 15C et 14C ® B sont classiquement indépendantes. Cela justifie la terminologie usuelle, qui
qualifie 'indépendance classique d’indépendance tensorielle.

Il se trouve que la notion d’indépendance libre correspond également a une une construction
algébrique, celle de produit libre, qui est plus simple & comprendre dans le cadre des groupes. Une
présentation pour un groupe G est la donnée d’un ensemble de générateurs G = {ga}acr, d'un
ensemble de relations R C Fg, qui sont des mots sur le groupe libre engendré par G, et d’un
isomorphisme de groupes G = Fg/(R)F¢ olt on quotiente par la cléture conjuguée de R, le plus
petit sous-groupe distingué contenant R. On écrit alors G = (G|R). Concrétement, les relations
donnent les équations f(g1,...,gx) = € non-triviales dans G, c¢’est-a-dire non imposées par la seule
structure de groupe. Ainsi, le groupe cyclique admet la présentation C,, = (g|g"), le groupe libre
F,, = {(g1,...9,|9) le groupe abélien libre Z" = (gl,...,gn|g¢gjgjlg;1, i # j), et ainsi de suite.
Soit maintenant une famille (G, )aer de groupes, avec Go = (Go|Ra) d’élément neutre e,. Alors
on définit le produit libre :

P =%4e1Ga = (| Gal | RaU{ea})

acl acl
En particulier, on voit que si on se donne une famille (gi,...,gn) avec g; # €q, € Ga,, 1 <1< n
et a1 # qg,...,Qp_1 F pn, 0N & g1+ gy # e dans P, puisqu’il n'y a aucune relation permettant

de simplifier deux éléments en provenance de groupes différents. Par analogie, on dit d’une famille
de sous-groupes (G4 ) de G est libre si il n’y a aucune relation non-triviale entre eux, au sens ou
tout produit d’éléments non-triviaux dont les termes adjacents sont en provenance de sous-groupes
différents est lui-méme non-trivial. Un premier lien entre la notion de liberté algébrique et celle
d’indépendance lire est donnée par la proposition suivante :

Proposition 2.9. [Spe06, p. 78] Soit G un groupe, (Gu)acr une famille de sous-groupes. Alors on
a léquivalence :

(Ga)acr est libre dans G <= (CGq)aer est librement indépendante dans CG

Démonstration. On rappelle que pour ¢ € CG un vecteur de la base canonique, on a 7(g) =
0 < g # e. Soient (g1,...,9gn)une famille telle que g; # e Vi, g; € G,,, et vérifiant la condition
de non-adjacence habituelle a; # a9,...,an_1 # ay. Alors par indépendance libre des CG,,
7(g1- - gn) =0 = g1---gn # e dans G, ce qui prouve le sens <.

Pour l'autre sens, on fixe a; = deGow cgj9 € CGq,, j=1---ntelsque ar # ag,...,an-1 # an,
J

et 7(a;) = 0, ce qui signifie que c. j; = 0 Vj. Alors on a

T(ar - an) = Z Cg1,1° " Cgn,n
g1gn=¢
(9154 gn)EGaq X XGap
Or la liberté des (G4 )aer dans G nous dit exactement que toute famille (gq, ..., g,) de cette forme
doit contenir au moins un élément neutre g; = e, et donc le produit dans chaque terme de la somme
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contient au moins un coefficient ¢, ; = 0, ce qui montre que ¢(a; ---a,) = 0, et 'indépendance libre

des (CGq)acr- O

On peut également définir une notion de produit libre d’espaces de probabilités non-commutatifs.
La construction est la suivante. Soit (Aq, @Yo )aer une famille d’espaces de probabilités non-commutatifs.
On note A% = ker(p,) le sous-espace des variables centrées. Pour tout n-uplets d’indices t =
(a1, ..., ) vérifiant la condition ay # g, ..., an—1 # @y, on considere le C-espace vectoriel

W= Q) AL
act

qu’on comprend intuitivement comme l’espace engendré par les mots de type t, c’est a-dire des
concaténations formelles d’éléments a; ... a, ol chaque a; € .Agi. Notons également T' I’ensemble

de tous les types. Alors on pose
A-cCo (@ wt>

teT
C’est clairement un C-espace vectoriel, la seule difficulté est de définir la multiplication sur le terme
de droite pour en faire une algébre. En effet, pour z,2’ € C et [,I’ des combinaisons linéaires de
mots, on pose (z+1)- (2' +1') = 22"+ 2U' + 12/ + I, et il suffit de spécifier la valeur de [I'. En fait, il
suffit méme de spécifier la regle de multiplication sur les mots, puisque ceux-ci engendrent @, W,
c’est-a-dire les produits de la forme :

(1 ® - Qap) (b1 @ Rbp)

ou (ay,...,a,) est de type (ai,...,an) et (b1,...,by) est de type (B1,...,08m). Si o, # B1, il 0’y
a pas de difficulté, on pose

(1@ ®ap) M ® Qbp)=01Q- - Va, b1 ® -+ @by,
Si ay, = f1, la simple concaténation ne fonctionne plus, puisqu’on n’a alors pas nécessairement
Oan, (anb1) = 0, apb; € Agn, la condition qu’on aurait pu espérer pour obtenir un mot valide
a1 ® -+ Q apby ® -+ by,. L’astuce est de définir la multiplication récursivement, en utilisant la
variable centrée a, b1 — @q,, (anb1).

On prescrit la régle pour la multiplication de deux mots a,a’ de méme type («) : aa’ = pq(aa’) +
(ad’ — @qo(aa’)). Sinon, comme le produit (a3 ® -+ ® anp—1) - (ba ® -+ ® by,) est bien défini par
récurrence, on peut définir

(1@ @an) (b1 @ @ bm)
comme ’expression

a1 ® -+ @ (anb1 — Pa, (anb1)) ®@ -+ ® by + Yo, (anb1)(a1 @ - @ ap-1) - (b2 ® -+ @ bin)
A titre d’exemple, on peut essayer de calculer ¢ ® b- b @ ¢ avec b,/ € B # C 3 ¢, ¢, pour voir
comment ce produit se calcule récursivement :
c@b-Vod=cx b —pgb)) @+ pbd)c®c
b®d = e — peled) + gelec)
c@b- bV @c = pp(bh)pc(cc)c@ (B — pp(b)) @ "+ pp(bb')(cc’ — pe(cc’))
Il est un peu fastidieux, mais direct, de vérifier, par récurrence sur la somme de leurs longueurs,

I’associativité sur les mots, qui s’étend distributivement pour faire de A une C-algébre unitaire
d’élément neutre 1 + 0. De plus, les inclusions unitaires

bt Ao = Asa— @o(a) + (a — pa(a))
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montrent qu’on peut voir chaque A, comme une sous-algebre de A. En définissant finalement ¢
comme la projection ¢(z + 1) = z ou z est la partie constante et [ est la partie centrée, on voit que
v(1) =1, et pory = @, ce qui correspond exactement & la propriété universelle qu’on attend d'un
produit libre dans le contexte des algebres unitaires.

Définition 2.10. L’espace de probabilités non-commutatif (A, ) est appelé le produit libre des
(Aay ©a). On voit immédiatement par la construction que les (to(Aq))aca sont des sous-algébres
librement indépendantes de A.

Cette construction n’est pas qu’un amusement formel : elle permet entre autres de construire
rigoureusement des familles de variables aléatoires librement indépendantes et identiquement distribuées.
Il est en outre possible de montrer que si tous les A, sont des x-espaces de probabilités, alors le
produit libre est un x-espace de probabilités, avec 'involution définie sur les mots par

(a1®...®an)* :a:®...®a’{
2.3. Liberté asymptotique pour les grandes matrices.

Définition 2.11. Soit I un ensemble, et P une partition de I. On se donne une suite (Ak, ok )ken
d’espaces de probabilités non-commutatifs, et une suite de familles ((a&k))ag)keN de wvariables

aléatoires, avec chaque agk) € Aix. On dit que cette suite est asymptotiquement librement
indépendante, ou plus simplement asymptotiquement libre par rapport a la partition P s’il
existe un espace de probabilités non-commutatif (A, ) et une famille de variables de A (aq)acr

telles que (a((xk))ae[ converge en distribution non-commutative vers (aq)acr, et telles que les familles
((ag)pep)pep soient libres dans A.

Une découverte importante de Voiculescu dans [Voi91] est un ensemble de résultats concernant le
comportement asymptotique des distributions de certaines grandes matrices aléatoires quand leur
dimension tend vers +00, qui s’inscrit maintenant dans une famille plus large de résultats abondants
dans ce sens. Attelons nous ici a la tache d’esquisser le cas le plus simple, celui de deux matrices
gaussiennes hermitiennes et indépendantes. La preuve dans ce cas s’appuie sur des considérations
combinatoires.

Proposition 2.12. Soit X = (Xi,...,X,) un vecteur gaussien centré. Alors pour tous 1 <
1,...0, <N, ON G
EXy - Xp)= >[I EX, X
w€Pa(k) (r,s)ET
Ou Py désigne 'ensemble des accouplements de {1,...,k}, c’est-a-dire les partitions en classes
de 2 éléments. Ceci est la formule de Wick.

Démonstration. On esquisse rapidement la preuve, due a Nelson [Nel73]. Les deux cdtés sont des
formes linéaires en chaque X, et symétriques (sur le sous-espace des variables gaussiennes centrées,
si on veut). On a la formule de polarisation pour les formes multilinéaires symétriques :

1 « _
@(xl,...,xn)zﬁz > )RR @i m e Ty)

T k=11<i1 < <ig<n

Dans le cas ou k = 2[ est pair, on se ramene par polarisation a vérifier que E[X 2’] = CyE[X 2]’ ou
Cy; est le nombre d’accouplements de {1,...,2l}. Le coté gauche est un exercice d’intégration par
parties, I’autre se montre facilement par récurrence.
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Le cas impair suit en observant d’un c6té I'imparité de la loi de X;, --- X, ,, et de I'autre

I’absence d’accouplements d’un ensemble de cardinal impair.
O

On va s’intéresser au cas des matrices A € M,(L>*(Q,F,P)), définies par les conditions
suivantes.

A est gaussienne : chacun de ses coeflicients est une variable gaussienne complexe centrée, au
sens ou ses parties réelles et imaginaires sont gaussiennes centrées.

A est hermitienne : A;j = Aj; V1 <i < j < n.

La matrice des covariances de A est donnée par

E[A;; Ar] = 5115 5 V1 <14,5,k 1 <

Cette condition est en particulier réalisée lorsque les A;; sont indépendantes de méme loi N (0, %),
et ou les termes non-diagonaux sont indépendants au-dessus de la diagonale, avec, pour ¢ < j,
Ajj ~ \/%(G + iF) avec G, F' deux gaussiennes standard indépendantes, et A;; = A;;. Pour ne pas
alourdir les notations, on omet la dimension n, mais il faut considérer A comme un terme d’une
suite (A, )nen de matrices aléatoires dont la taille tend vers I'infini.

On pose p(A) = E[tr(A)]. On peut calculer les moments de A.

1
p(A™) = — > ElAii - Aial

1

mn

—
=

(Par Wick avec ip,4+1 1= 141 1) = [Aiyipyy Aigings]

0.

1 iris a1 Oir g1
n i X n

Zr'Le-',-l 7/7‘-&-17;5

’I’L1+%L Zrle+1 7/7‘-&-17;5

; H

7EPy(m) 1<i1 < <im<n (r,s)€n

En identifiant chaque accouplement m € Py(m) & un produit de 2-cycles dans S,,, donné par
w(r)=s,m(s) =r <= {r,s} € m, et en notant v = (12 ... m) € S,,, on peut encore écrire

p(A™) = Z Z H 5Zrlﬂ(r)+1

7r6732 m) 1<ip < <im<n r=1

m

- Z Z H Oiriym(r

mEP2(m) 1<i1 < <Kim<n r=1

N‘S
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La condition
m

H Oy ()

r=1

impose exactement que la fonction j — i; est constante sur les cycles de ym. Autrement dit, c’est
une fonction de ’ensemble des cycles de v dans {1,...,n}. La quantité

m
Z H 5iriw<r>

ISii< - <imsnr=1

est donc le cardinal de ’ensemble des fonctions sur les cycles de ym a valeurs dans {1,...,n}, soit
n#OT) ol on note # (o) le nombre de cycles de o € S,,. Finalement, on obtient

O(A™) = Z nFOm—1-15
TE€P2(m)

Un argument similaire montre que pour deux matrices gaussiennes AWM A@) indépendantes, de
la forme prescrite plus haut, les moments mixtes sont donnés, pour (p;)i=1..m € {1,2}"™, par

(p(A(pl) . ..A(pm)) — Z NH#Om-1-2
rePs” (m)

O cette fois la somme est sur les accouplements 7 < I ou II est la partition associée a la relation
pi ~ pj <= p; = pj (autrement dit ceux qui accouplent seulement des indices correspondant a la
méme matrice).

Il est clair que les moments d’ordre impair dans le cas d’une matrice, comme dans le cas mixte,
sont nuls. En outre, par des arguments combinatoires, on peut montrer que pour m = 2k, #(ym) <
k + 1, et que cette borne est atteinte exactement quand 7 a la propriété particuliere d’étre un
accouplement non-croisé, ce qui signifie qu’il n’existe pas d’'indices 1 < r < s <t < u < m
avec {r,t} € wet {s,u} € m. Asymptotiquement lorque n — oo, le moment p(A™) compte donc
le nombre D,,, d’accouplements non-croisés de {1,...,m}, et le moment mixte @(A®1) ... APm))
compte le nombre D,(,If) d’accouplements non-croisés de Pép ) (m). 1l se trouve que D,,, est donné par
le nombre de Catalan Cy, /2, et que la théorie combinatoire de Speicher pour I'indépendance libre
prescrit[Spe06, Ch. 11] que les moments mixtes d’une paire d’éléments semi-circulaires standards

sont exactement donnés par les DS,’Z). On en déduit :

Théoréeme 2.13. A 2225 4 en distribution non-commutative, ou a est un élément semi-circulaire
standard tel que décrit dans l’exemple 10.

(AD A@)) 2% (4. b) en distribution non-commutative ot (a, b) est une paire librement indépendante
d’éléments semi-circulaires standard. En particulier AV, A®) sont asymptotiquement libres.

Il existe de nombreuses variantes de ces résultats, en prenant par exemple une des matrices
déterministes, ou des lois de Haar sur U,. Les lois limites peuvent varier, mais ce qui transparait,
de maniere tres vague, est que sous de nombreuses conditions d’invariance unitaire des distributions
jointes en jeu, les grandes matrices se comportent approximativement comme des variables librement
indépendantes. Ceci fournit le terreau intuitif pour le développement d’une notion d’entropie pour
les variables non-commutatives, via un processus d’approximation par des matrices.
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3. L’ENTROPIE LIBRE

La notion d’entropie libre telle que nous la discutons ici a été introduite par Dan Voiculescu[Voi94].
L’objectif était de pouvoir définir des invariants pour attaquer le probleme de la classification des
algebres L(F,), mais la formulation du concept est vraiment probabiliste, et non sans lien avec
I’entropie de Shannon et la thermodynamique. L’objectif de cette section est de présenter I’entropie
de Shannon de maniére analogue & la définition de I’entropie libre par Voiculescu, puis d’introduire
celle-ci et de discuter de quelques unes de ses propriétés.

3.1. L’entropie de Shannon. Commencons par examiner ’approche microscopique de I’entropie
dans le cas classique. L’approche est essentiellement donnée par la preuve du théoreme de Sanov
dans [Zei98], et suit la démarche de [Ausl7]. Dans cette section, on se place dans le cadre d’un
ensemble fini A, et on pose M;(A) I'ensemble des mesures de probabilités sur A. C’est un espace
compact pour la topologie faible qui coincide dans ce cas avec la topologie induite par R4 (on
voit M (A) comme un simplexe). Etant donné p € Mj(A), une question naturelle est celle de
savoir si p = > caPadq est une distribution typique. Une maniere d’aborder la question est
de se demander, parmis les |A|" suites de n éléments a valeurs dans A, quelle proportion ont
une distribution empirique proche de p. Notons donc, pour v € A", p(u) = Y .4 “_17(1{“}) dq Sa
distribution empirique.

On peut d’abord essayer de compter le nombre exact de u telles que p(u) = p. Ainsi on définit
les ensembles

L(p;n) ={ue A" : p(u) = p}
Si p est irrationnelle, au sens ou il existe un p, € Q, on a clairement I'(p;n) = & Vn, et de
meéme si il existe un p, tel que p, # %, Vk € N, on a encore I'(p;n) = @. On dit donc que n est

un dénominateur admissible pour p si chaque p, = %‘1 pour un certain k, € N, et en particulier
np, € N Ya. Dans ce cas, le cardinal de I'(p;n) est donné par le coefficient multinomial :

F(psm)l = <(panT;a€A> - Haezpan)!

En particulier, on peut estimer le logarithme de cette quantité grace a la formule de Stirling pour
obtenir

1
~log|D(pin)| = H(p) = =) palogpa
acA
Le long d’une suite de dénominateurs admissibles tendant vers +oc. En fait, on a les estimations :

Proposition 3.1. Pour n un dénominateur admissible pour p,
e"HP)=o) D (pin)| < " P)
Démonstration. En notant p®” la n-iéme puissance de p sur A”, on a

n
Y u e T(p;n), p®"(u) = Hpuz' = H p\au_l(a)l - H piPe = ¢~nH ()
=1 acA acA

Comme p®™(I'(p;n)) < 1, on obtient en particulier que
PP (C(psn)) = > p¥(w) = [D(pin)le ™) — [D(p;n)| < )
u€l'(p;n)

La borne supérieure est prouvée.

35



Pour la borne inférieure, on note que I'(p; n) est I'état le plus probable sous p®™. Soit ¢ € M (A).
Pour v € T'(¢g;n), on a p®"(v) = [[,c 4 Pa™, ce qui donne :

P (L(pin) _ I, pa"™ 1,(gan)!
pe(T(g;n))  n! Tl pa™ [1a(pan)!
= H (qan)'pnpa—nqa

(pan)!™

acA
En utilisant I'inégalité suivante avec p,n et g,n

m!:{(n—i-l)(n+2) S(m) =™ m>n

1 1 L1 m—
m+1 m+2 n>n

n! n m<n

on obtient
p"(L(p;n))
p#"(L(g;n))

Comme pour chaque u € A", on a u € I'(p(u); n), il s’ensuit que

> H(pan)”%—"mpgpa—”% - H nMa—npa — pnd2(ga—pa) — p0 —
a€A acA

=p®(A") =p?| |J Tlan
qeEM1
et que cette union est disjointe et finie, puisque I’ensemble des mesures ¢ admettant n comme

dénominateur admissible est contenu dans {w s ”771, %}‘A‘, de cardinal (n+ 1)|A‘. On a alors :

b= Yoo pPT(gn) < (n+ D (T(pin) = (n+ DA (pn) e
gEM,q admettant n
— [D(p;n)| = (n+ 1) Alenf®) = nHp)=o(n)
]

La deuxiéme tentative consiste a relacher notre définition pour se permettre approcher p jusqu’a
a un certain degré d’approximation €, et en particulier pouvoir traiter les mesures irationnelles. On
pose donc

L(p;n,€) ={ue A" : [|p(u) — pl| <€}
Ou [|p — qll = > 4ca lPa — qal est la distance en variation totale de p a ¢, qui est aussi la distance
L' sur R4
Alors on a :

Proposition 3.2.
enHP)Fo(n) T (p;n,€)| < enHP)Hnh(e)Foln)

O1 h(e) % 0. Par conséquent :

1
lim lim —log|T'(p;n,€)| = H(p)

e—0n—ocon

Démonstration. En effet, p — H(p) est continue, donc uniformément continue sur le compact

M;(A). En notant

h(e) = sup [H(p)—H(q)] =% 0
lp—qll<e
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On a:
[(p;n,e) = U L(g;n

llp—qll<e

Seuls les ¢ qui ont un dénominateur admissible n contribuent a cette union, qui est disjointe. De
plus, pour un tel ¢, on a

ID(g;n)| < @ < e"HWIThED) — |D(p;n, )| < [{q: lg — pl| < €,n admissible pour g}|e"(HP)Th(e)

Puis en bornant grossierement le cardinal de cet ensemble, on a :

IT(p;n,e)| < (n+ 1)|A|€nH(n)+nh(e) — enH (n)+nh(e)+o(n)

Pour la borne inférieure, on approxime p de la fagon suivante : fixons une énumération de A =
{a1,--+ , a4}, et définissons ¢" € M;(A) par

[7Pa,]
Qo = — S VI<i<|AL qg, =1—(q + - +ai, )
On a
A e |
_ nPa;
I =pll = 3 |55 — | s — P
1=
R
[npa,] 2|4]
2 L% d ) < -
Z “ n

Pour € > 0 fixé, prenons n tel que ||q —p|l < €. On a alors, comme I'(p;n, €) = U||p—qH<e [(g;n),
IT(p;n, €)| > |T(q";n)| > e"H@)=0n) » en(H(p)=h(lla"~pl)~o(n))

Il suffit & présent d’observer que A(||¢" —p||) = 0 = Zh(|l¢" —pl]) = 0 = nh(|¢" —pl||) =
o(n) pour obtenir

I (p;m, €)| > enHP)=oln)
(]

La quantité H(p) = — ) ,c4Palogp, est appelée entropie de Shannon de p. L’approche
de Shannon pour la définition de H n’était cependant pas combinatoire, mais axiomatique : il
a postulé certaines propriétés que devrait avoir une mesure H(p) de l'information apportée par
I'observation d’une variable aléatoire de loi p, puis montré que p — H(p) était la seule fonction
satisfaisant ses postulats. En un sens, le chemin emprunté ci-dessus est plus proche de l'idée
d’entropie thermodynamique : si la distribution p correspond au macro-état du systeme observé,
les fonctions A™ correspondent a des micro-états discrets de taille n, dont la distribution empirique
se conforme plus ou moins bien a l'observation p. L’ensemble I'(p;n,€) s’interpréte donc comme
I’ensemble des micro-états qui concordent avec I’observation & un degré de précision en deca d’un
seuil de tolérance fixé. Si on interprete la quantité w géométriquement comme la proportion
des micro-états qui se conforment a l’observation, on s’attend a ce que cette quantité décroisse
géométriquement avec n, la finesse de la discrétisation, si bien qu’il est naturel de regarder a
I’échelle %log- cette quantité pour obtenir & la limite, et & une constante additive pres, I'entropie
H(p).
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3.2. Micro-états matriciaux et entropie libre. L’idée de Voiculescu s’inspire de la méme
idée thermodynamique, excepté que les objets a approcher par des micro-états ne sont plus des
distributions classiques, mais des distributions non-commutatives.

On se place a partir de maintenant dans un W*-espace de probabilités fini tracial (M, 1), c’est-a-
dire que M est une algébre de von Neumann finie, et on fixe n éléments auto-adjoints X1, -+, X, €
M, et on note || X;|| = /7(X?).

L’ensemble M}, (C)%* des matrices auto-adjointes de taille k est un sous-espace de M (C), admettant
la R-base

. 1 . { .
{Eii7 1< < k?} U {RU = 7(El] + Eji)7 <j <1< k‘} U {IZJ = (El] — Eji)7 1<j<< ki}

V2 V2
On peut donc le voir comme un espace euclidien de dimension k + 2@ = k2, et on voit que la

norme euclidienne associée n’est autre que la norme de Frobenius. On pose de plus A2 la mesure
de Lebesgue sur My (C)%*. On note également, pour A € M (C)%?, ||A|| = y/tr(A2) = f||AHF, ol

|-/ est la norme de Frobenius.
Définition 3.3. On définit, pour R,e > 0, et m,k € N l’ensemble :

Fr(X1,- -, Xp;m, ke)
comme 'ensemble des n-uplets (Aq,--- , Ap) Mk((C)S“ tels que :

JAi| S RVI<i<n
IT(Xiy - X)) —tr(Ay -+ Ag)| < e VIS p<m Viy, ..., i € {1,...,n}
On définit de plus successivement les quantités :
Xr(X1, ..., Xpym,k,€) =log A2 (Cr(Xq, -+, Xnym, k,€))

1
Xr(X1,..., Xp;ym,e) = hmsupksz(Xl, o Xpymykye) + glogkz
(A) XR(Xla"' ) lim XR(Xl)"'an;m76)
e—0,m—00
X(Xla"' )_SupXR(X17"'7XTL)
R>0
C’est cette derniére quantité qu’on nomme entropie libre de (X1,...,X,).
Un élément de T'r(X71,..., X,;m, k,€) est un micro-état approchant matriciel. Le parametre k

s’'interprete comme le degré de finesse de la discrétisation, m, € correspondent au degré d’approximation
tolérée sur les moments, et R est une borne fixée pour pouvoir travailler dans un domaine de
mesure finie. Comme dans le cas classique, I'entropie libre de (X7, ..., X,,) est alors définie par une
succession de limites, en faisant d’abord tendre k vers l'infini, puis le degré de tolérance vers 0.

La condition sur les normes nous disent que pour 1 < i < n, tr(4?) = 1 Tr(A?) < R?. Ceci
implique que A; € By2(0,vVEkR) pour la norme euclidienne sur Rk2, et donc que 'p(Xy,..., X;m, k, €)
est inclus dans le produit de ces n boules P. On a donc

k2
log | P| ~ nlog|Byz2(0, VER)| = nlog Vi2 4+ nk*log(VER) ~ nlog Vi + nT log k

Au premier ordre d’approximation (on omet un terme en O(k?)), et ou Vj2 est le volume de la
boule unité de R¥*. Or par la formule de Stirling, on a
2 2 2
log V2 =~ 5 logm — (— + 1)log(?)

5 ~ —k?logk
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encore au premier ordre, ce qui nous donne, & une constante additive pres
1
k2
Cette interprétation géométrique, exactement comme dans le cas classique, justifie I’échelle asymptotique

choisie lorsqu’on a pris la limite du pas de discrétisation k — oo.
Pour voir que la limite (A) est bien définie, on observe que pour m < m/, on a

Tr(X1,..., Xp;m! k) CTR(X1,..., Xn;m, k€

log |P| ~ —g log k

,et que pour 0 < e < €, on a
PR(Xl,. . .,Xn;m’,k:, 6) C FR(Xl, R ,Xn;m,k,e’)

si bien que l'expression dont on prend la limite (A) tend de fagon décroissante vers sa borne
inférieure.

Notons que x ne dépend,comme dans le cas classique, que de la *-distribution jointe de (X1, ..., X,),
il faut donc voir l'entropie libre comme une propriété de (7, X1,...,X,), en particulier elle ne
dépend pas de la représentation choisie. Notons également que, par tracialité de tr, Les ensembles
Ir(X1,...,Xn;m,k,€) sont invariants par conjugaison unitaire : si U € My(C) est unitaire,
(A1,...,Ay) €Tr(X1, ..., Xu;m,k,e),alors (U* AU, ..., U*A,,U) € Tr(X1, ..., Xn;m, k, €), puisque
|[U*AU|| = ||A||, et que toutes les conditions sur les moments se simplifient par invariance de tr
sous l'action de U,,.

Proposition 3.4. On a linégalité suivante, o C? = (X3 + -+ + X2)

2
XX ) < Dlog(ame )
n

En particulier, l’entropie libre est soit finie, soit égale @ —o0.

Démonstration. 11 suffit de montrer

k2 C?
XR(X1, ..., Xn;m, k €) < %(log@ﬂe#) —logk)

En effet, comme lim sup;,_, Z—%(log@we%) —logk)+5logk = 3 log(2we%), cette inégalité
impliquera
n C? + ne
Xr(X1,..., Xpym,€) < 510g(27r€;)
n

puis la conclusion, puisque cette borne est uniforme en m > 2 et en R, et continue en 0 par rapport
a €.

Le résultat s’appuie sur une inégalité que Voiculescu appelle I'inégalité de Shannon, prouvée dans
le lemme ci-dessous.

SiT :=Tpr(Xy, -, Xn;m,k,€), est vide, il n’y a rien a prouver. Sinon, on pose A := A2, || :=

A(T), et avec f(x) = ﬁﬂp(l‘) la densité uniforme sur I', I'inégalité de Shannon implique :

1 1 nk? 2mea’
—— [ log —dA =log |I'| < — log(———

1
CL2 = P/ H(AlavAn)”2)\(d(A1’ ’ ’An))
N
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(La norme ci-dessus est la norme euclidienne). Or, (Ay,...,A,) € T, m > 2 implique |{[|4; 12 -
7(X?)| < € V1 <i < n. Il s’ensuit que
n

1 2 2 2
A, AP < X: — 24
(e A < DX+ = O e

On conclut, puisque on a alors
k(C? + ne)
puis
nk?  2mek(C? +ne), nk? 2me(C? + ne)

log [P < "= log (1) = I log

5 ) — log k)

n
]

Lemme 3.5. Montrons l’inégalité de Shannon. Soit f une densité de probabilités sur RP, on définit
Uentropie différentielle de f :

H(f)=-— A flx1,...,zp)log(f(z1,...,2p))day ... dap = —/R flog flipsordXp
p p
Notons a® = [p, (21 + -+ x2) f(21,...,2p)dr1 ... dry. Alors on a Uinégalité de Shannon :
1 2mea?

H(f) < §plog( )

Démonstration. On commence par rappeler quelques propriétés de ’entropie. Soient f,g deux
densités de probabilités sur RP telles que f soit absolument continue par rapport a g (au sens
de leur mesures correspondantes respectives).

On définit I’entropie relative :

Dia(fllg) = | fla) o fé §>1{f>o}dx«—-/f fa log<f(x)>dx

En convenant que 0 -log(0) =0 = 0 -log(0/0).Remarquons que

g(x
Dkwr(fllg) = / f(z)log( x))
g(z)
—log< f:l:dx):—log( )
RP ( )f(:z:)
=0
Ou l'inégalité est celle de Jensen. Ceci implique que Dxy,(f]|g) est bien définie et positive.

Intéressons nous au cas particulier ou f est une densité sur RP x RY et g est donnée comme le
produit des densités marginales de f sur R? et R?,

v = ([ snan) ([ slena)
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Notons respectivement f, et f; ces marginales. En terme de lois, si v est la mesure associée a f,
g est la densité associée & 7k (v) @ mi(v), ot 7P, % sont les projections sur R? et R?, et calculons :

Dcw(fllg) = /R L Haog( fpf() fq() S)dady

— /Rpqu f(z,y) log(f(z, ) — f(z,y) log(fp(x)) — f(z,y)log(f,(y))drdy
- _}{(f)“jéplog(fb@fﬂtzéqf(w,y)dydar—-qulog(ﬁxy)) | f(@y)ddy

—_H(f) - /IR (o) log(fy (o)) — /R ) Yos( o))y
— H(f) + H(f,) + H(f,) > 0

De proche en proche, on en déduit que pour f une densité sur R” de densités marginales fi,--- , fp
sur Ryona H(f) < H(f1)+ -+ H(fn)-

De plus, pour g une den81te sur R telle que [2?g(z)dx = 02, on a H(g) < %log(27r602), et cette
borne est atteinte pour g une densité gaussienne de variance 02.

En effet, considérons la quantité Dxr,(g||f), ol g est une densité de variance o2 et f est la densité
d’une gaussienne centrée de variance o2 (en particulier dz < f(x)dz, donc g(x)dz < f(z)dz). On

a

Dic(ollf) = | gla)tog(%5)da
:_H@yiéﬂ@ba

_a?
e 2% )dx

1
V22

1 z?
= —H(g) ~os( =)+ [ o(w)55da
0.2
= —H(9) ~loa(—=—=5) + 73

= —H(g) + %(10g(27r02) +1)

=—H(g)+ %(10g(27re02)) >0
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Nous pouvons & présent conclure. On pose o7 = [ z2f;(2?)dz, si bien que a® = 0% + -+ + ag.

N

J ) par 'inégalité arithmético-géométrique

NS Ol s

On a 'analogue de la propriété H(f) < H(fp) + H(fy)-
Proposition 3.6. Si 1 < p < n, alors
X( X1, X)) < x( Xy, Xp) + X (Xpgas -+, X))
Démonstration. On a manifestement 1’inclusion
Fr(X1,...,Xn;m,k,€) CTr(X1,..., Xp;m, k,€) x Tr(Xpy1,..., Xn;m, k,€)

La condition sur les normes est évidemment vérifiée, et les conditions sur les moments restent
vérifiées en restriction aux choix indices dans {1,...,p} et {p + 1,...,n}, respectivement. Ceci
implique immédiatement :

log \(Tr(X1,. .., Xnsm, k,€)) <log A\Tr(X1,. .., Xp;im, k,€) +log AT r(Xps1, - - - Xnsm, ky€))
Par linéarité des opérations limitantes, on a donc successivement
XR(X17 cos Xpymy ky 6) < XR(Xla s aXp;ma k, 6) + XR(Xerl’ sy Xnym, k, 6)
XR(le cee ’Xn;ma 6) < XR(Xla cee aXp;ma 6) + XR(Xerla cee aXna m, 6)
XR(Xh ey Xn) < XR(Xla cee aXp) + XR(Xerl’ ) Xn)

O
La proposition suivante montre que la fonction R — xgr(Xi,...,Xn;m, k, €) est stationnaire
des que R > max{||X1],...,[|Xnll}} = p, si bien que xr(Xi,...,Xn) = x(X1,...,X,), pour

n’importe quel R choisi suffisament grand.
Proposition 3.7. Si p < Ry < R, alors

XRl(Xla e ,Xn) = XRQ(X17 . ,Xn)
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Démonstration. On donne une idée de la preuve de Voiculescu.

Fixons p < Ry < R1 < Ry, ol p = max(|| X1][,..., || Xn]). On a automatiquement x g, (X1,...,Xpn) =
XRry (X1,...,X5), il suffit donc de montrer 'inégalité réciproque.

Définissons g la fonction affine par morceaux sur [—Rg, Ry] définie par :

x x € [0, Ro]
gz Ro+ = (x — Ry) € [Ro, Ry
—g(—x) x € [—Ra,0]

Autrement dit g interpole linéairement par morceaux entre les points (—Rg, —Ry1), (—Ro, —Ro), (Ro, Ro)
et (Rg, R1). Notons G I'application qui applique g & (Aj,...,A,) coordonnée par coordonnée.
Fixons m et €, § > 0. Alors on peut montrer par un argument spectral que Jde; < €, m; > m tels
que

G(FRQ(Xl, R ,Xn;ml,k,el)) C FRl(Xh R ,Xn;m,kz,e) Vk >0
)

Avec ||g(Ai) — A;|, tr(pa, (B(0, R2)\B(0, Ry))) < d, pour (Ay,...,A,) € Tr,(Xq,..., Xp;mi, k,e1).
(1A est la mesure spectrale de A, donc tr(pa(B)) est simplement 1|0 (A) N B). On a donc

log/R 2 I[G(FR2(X1,.,.,Xn;m1,k,el))d)‘nkQ < XRy (Xla ooy Xpym, ky 6)) Vk

Il s’agit donc de borner

/ L LGy (X1, Xngmaher)) =/ |Ja(Ar, ..., Ap)|dA(AL, ..., Ap)
Rk FRQ(Xl,...,Xn;ml,k‘,El)

Ou Jg est le jacobien du changement de variable (A, ..., A,) <> (9(A41),...,9(Ay)) . On cherche
donc a borner ce dernier. C’est un changement de variables diagonal, donc celui-ci est donné par
le produit des Jacobiens de A; <+ g(A4;).

L’idée est alors d’exprimer ce dernier via la composition :

sa ¢ k9 k ot sa
Mk((C) —)Z/[k/TXR —)Uk/TXR —)Mk((C)

Qui correspond & la procédure de diagonaliser A, appliquer g a la diagonale, puis de dédiagonaliser
A pour revenir au systéme de coordonnées initiales. ¢ est donnée par A — ([U], (A1,...,An)) ol
U est une matrice unitaire telle que U*AU = diag(\1,...,A,). Cependant U n’est pas unique,
comme on peut le voir en multipliant U par n’importe quelle matrice unitaire diagonale a gauche,
ce qui explique qu’on prenne la classe [U] de U dans Uy, /T, ou T est le sous-groupe des matrices
unitaires diagonales. La formule intégrale de Weyl[And10, p. 190] implique que la contribution de
¢ au Jacobien total au point A est donnée par

c IT —AlP
1<i<j<k

Ou c est une certaine constante de normalisation. La contribution de g au point ([U], (A1, ..., Ax))
est ensuite donnée, puisque g n’agit que sur le spectre de A, par

R R\ I (ANBO.RD)
1 90 = <R1 - Ro)
i=1..k 2 0
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Pour chaque A tel que Ry ¢ o(A), en particulier pour presque tous A. Enfin, la contribution de
¢t au point ([U], (g(M1),...,9(\x)) est donnée par

1 _
p H lg(Aj) — g(Xo)| 2
1<i<g<n

Finalement, on obtient que le Jacobien de la transformation A <> g(A) est donné par

A — A2 Ri — R lo(A)\B(0,Ro)|
= M g —goe ()

1<i<j<k g()‘j) - g()\z)P Ry — Ry
). |2
Mais si |As], |Aj| < Rop, on a m =1, et si |\i],|\j| > Ry, cette fraction est donnée par
J '3

Ri—Ro\ ?
( R Rg) . En exploitant la condition

tr(pa, (B(0, R2) \ B(0, Ro))) < 6
s = |o(A)\ B(0, Ro)| < ko

On peut arriver a la borne

Vv

<R1 _ R0>k+k2(25—52)
Jaz | 5——5

Ry — Ry
puis
i 2 2 Rl - RO
XRs (Xl, o Xpsma, k, 61)—}—71(]{3—1—16‘ (25—5 )) log m < log 2 ]lG(FRQ(X1,...,Xn;ml,k,e1))d)‘nk2
< XRl(X17 cee 7Xna m, k? 6)
En faisant tendre kK — oo, on obtient
R1 — Ry
Ry — Ry

Puis on conclut en faisant tendre § — 0 O

XRQ(X17 s 7Xn;m1761) —|—7’L(5 - 52) log < > < XRl(le s 7Xn;m7 k? 6)

Finissons notre discussion de ces quelques propriétés de ’entropie libre par un résultat de semi-
continuité.

Proposition 3.8. Soit (Xfp), ... ,X,(Zp))peN une suite convergente en distribution non-commutative
vers (Xi,...,X,). On suppose que toutes ces variables vivent dans (M,T). Alors on a
lim sup XR(X{p), . ,Xfp)) <xr(X1,...,X5)
pP—00

- (p)
St SUppen 1<i<n || X; || < 00, on a

lim sup X(Xfp),...,Xfp)) < x(Xp,-..,Xn)

p—o0

Démonstration. Soient m € N, e > 0. Comme pour chaque P € C(Zy,...,Z,)
lim F(P(XP, X)) = r(P(Xy,..., X))
p—00

n

Il s’ensuit, comme il n’existe qu'un nombre fini de moments d’ordre au plus m, et en écrivant

[tr( Ay o Ay ) =7 (Xiy - Xi)| < te(Agy - A —r(XP XY (XX (X L X))
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qu’il existe pg tel que Vp = pg
Tr(XP . XPim k) CTr(Xy,..., Xn;m, k, 2¢)

On en déduit
XR(Xl(p)a <. 7X7(1p); m, k7 6) < XR(Xh s 7Xn;m7 k? 26)
<

XR(Xfp), .. ,X,gp); m,e) < xr(X1,..., Xn;m,2€)
En prenant la limite a gauche, qui est décroissante en m et en €, on obtient
XR(Xfp)), LX) < XR(XL, ., Xy m, 2€)
Puis, comme la borne est uniforme en p,

lim sup XR(Xl(p)),...,XT(lp)) < xr(X1, ..., Xn;m, 2¢)

pP—o0

On peut maintenant faire tendre m et € vers 0 pour obtenir le résultat. Si on a

sup Xi(p) < R< o0
pEN,1<i<n
au vu de la proposition précédente, on a, quitte a prendre R > max(||X1|,..., [|X.|]),
lim sup X(Xl(p), . ,X,(Lp)) = lim sup XR(Xfp), e ,X,(lp)) <xr(X1...,Xn) =x(X1,..., Xp)
p—r00 p—r00
U
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