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Enoncé

On se donne (2, F,P) un espace de probabilités, et on considére la matrice
symétrique
A= 1 (A11 A12)
V2 \Aiz Az’

ot A1, Azz ~ N(0,2) et Ao ~ N (0, 1) sont des variables aléatoires gaussiennes
indépendantes. Noter que la valeur de la matrice aléatoire A est déterminée par
celle d’un vecteur aléatoire, Z = (A;1, A12,.A22). On notera

1
A(z) = A(z1, 22,23) = 7 (2 Z) .

Question 1
Justifier que Z est un vecteur gaussien, et montrer que pour toute f : R3 = R
mesurable bornée,

E[f(Z)] = C / F2)e FTAGCR) g dagdzs

ou C > 0 est une constante a déterminer.

Le vecteur Z a des composantes gaussiennes indépendantes. C’est donc un
vecteur gaussien. L’indépendance de ses composantes implique que sa densité
est donnée par le produit de ses densités marginales:

( = (et ) (et ) (Leiw
A = = —_— — .
Pz = 2y V2r 2y/m



En simplifiant, on trouve

_ ; —1(234223+23
p(21722,23)f4\/§ﬂ_%e ( ).
En notant que
A(Z)2 _ 1 < Z% + Z% leg + 2323) ,
21292 + 2223 25 + 23

on retrouve

1 —imae?)
4\@773

Le résultat suit d’une application directe du théoréme de la fonction muette.

p(zla 22, 23) =

On s’intéresse maintenant aux éventuelles valeurs propres de A.

Question 2

Rappeler pourquoi P(A est diagonalisable sur R) = 1. Montrer que l’ensemble
{z € R3 : A(2) a une valeur propre double} est négligeable pour la mesure de
Lebesgue. On note A1(z) < Aa(z) les valeurs propres de A(z). En déduire que
P\ (Z) # (2)) = 1.

Par le théoreme spectral, toutes les matrices symétriques sont diagonalisables
sur R. Donc,

1 = P(A est symétrique) < P(A est diagonalisable sur R) < 1.
Les valeurs propres de A(z) sont les racines de son polynéme caractéristique
A= A2 — (21 + 23)\ + 2123 — 22,
Donc, A\ (2z) = Aa(2) si et seulement si le discriminant
A(z) = (21 + 23)% — 4(2123 — 23) = (21 — 23)* + 423

s’annule. Notons D = {z ER3: A(z) = O}. OnaD={z =z3et 20 =0} C
{29 = 0}. Or, |{z2 = 0} est de mesure nulle dans R3, et D également. Comme Z
est un vecteur a densité, on a

IP()\l(Z)7é/\2(Z)):I—P(ZeD):l—/DpZ(z)dzzl.

A présent, on diagonalise:

1
= EO(z)TA(Z)O(Z)a

avec O(z) est une matrice orthogonale paramétrisée par un angle de rota-
tion 6(z), et A(z) est une matrice diagonale:

A(z)

0(z) —sinfb(z) .
0 = (o) el L) = ding(u (2 Ma(e)



Question 3

Montrer que le changement de variables (21, 22, 23) = (A1, A2, 0) associé a cette
diagonalisation, donné par

21 = A cos2 0 + Ay sin 0
zZ9 = (/\2 — )\1)COS@SiH9

23 =M\ sin 6 + Ay cos? 0
(vérifier ces expressions) est un C*-difféomorphisme de

O ={(M\,hs) €R%: )y < Mg} x }—gg[
sur son image a déterminer. Pourquoi est-ce suffisant de considérer —5 < 0 < 5%
Par un calcul direct, A(z1, 22, 23) admet la décomposition spectrale

A1, 29, 23) = 1 <cos€ —sin@)T ()\1 0) <cos€ —Sin0>

T V2 \sinf  cosd 0 Ao sinf cosf )

Autrement dit, (A1, \2) sont les valeurs propres de v2A(z1,22,23), et B =
{(cos®, —sinf) ", (sinf,cosf) "} est une base orthonormée de vecteurs propres
pour A(z1, 22, 23).

La fonction ¢ est clairement C! sur O. Pour toute matrice symétrique M €
R2%2 ] existe par le théoreme spectral deux nombres réels A\; < Ay et des
vecteurs propres respectifs u, v associés, de norme 1, avec u"v = 0. Comme lu| =
1,1l existe § € [, 7] tel que u = (cos®,sin ) est un vecteur propre de M pour
la valeur A1, et v = (—sin 6, cos ) engendre 'orthogonal de u, qui est un espace
propre pour la valeur propre \o. Comme —u et —v sont aussi des vecteurs pro-
pres, il existe en fait § € [—%, 5], tel que (u,v) = ((cosf,sin6) ", (—sinf,cosf) ")
est une base orthonormée de vecteurs propres pour M, avec Mu = A\ju et
Muv = Aqv. _

Cet argument montre que ¢ est surjective de O = {(A1,A2) € R? : \; <
Ao} x [=Z2, 2] — {z € R® : A(z) € R?*? est symétrique} = R3. Par une
propriété élémentaire des applications surjectives (f : X — Y est surjective =
f:X\Z =Y\ f(Z2) est surjective pour tout Z C X), on donc aussi que ¢ est
surjective de O dans p(0) = R3 \ ¢ (5 \ (’)). Calculons cet ensemble. On a:

O\O = ({(M,22,0) €R? s \y = Ao} [—gg
Pour tout 6 € R, on a, par un calcul direct, (A1, A1,0) = (A1,0, A1), et pour
tous A1 < A2, 9(A1, A2, £5) = (X2,0,A1). On a donc que ¢ est surjective de O
dans 'ouvert ( (

P(O)=R*\{z€R®: 20=0 et z; > z3}.

Calculons maintenant l'inverse de ¢ sur ¢(O). Il s’agit, étant donné z €
©(0), de montrer que probleme au valeurs propres associé & /2A(z) a une

])u({(xl,&) ER®: M < Ao} x {i

™

2

)



unique solution (A1(z), A2(2),0(z)) € O. Les contraintes § € |—Z, Z[ et A; < Ag
servent précisément a garantir 'unicité de la solution. En reprenant le calcul
du discriminant de la Question 2, les valeurs propres sont:

_ _ 2 42
/\1(2):21—1—23 Vi(z1 — 23)% + 227

— ~.)2 42
5 ho(e) = AFBEVEL RS A

Comme le discriminant A(z) est strictement positif sur ¢(O), les valeurs propres
satisfont la contrainte A1(z) < Aa(z), et A1, A2 sont C* sur p(O).

Reste a résoudre 0(z) €]—7, 5[. On sait que tout vecteur propre (cos 6(z),sin6(z))
est solution de I’équation aux valeurs propres:

T

z1¢080(z) + zosinf(z) = A\1(z) cos 0(z),
2908 0(z) + 238in6(2) = A1 (2) sin0(2).

On distingue deux cas.

e Sizo # 0, lamatrice A(z1, 22, 23) est non-diagonale, et en particulier 6(z) ¢
{—%,0,%}. Endivisant la premiere équation par cos (z) €]0, 1[, on trouve

M) =z = 0(z) = arctan

tanf(z) = - %2—216} T w[.

R

On vérifie facilement qu’en travaillant sur la deuxieéme équation, on obtient

plutot
2o

A(z) — z3°

(avec z2 #0 = A1(z) # z3) ce qui donne la méme solution puisque (A (z)—
21)/ 72 = z2/(A1(2) — z3) du fait que A1 (z) est une racine du polynéme car-
actéristique. De méme en travaillant avec I’équation sur Aa(z).

0(z) = arctan

e Si zo = 0, on a nécessairement z; < z3 (autrement z € ¢(0)), et il
s’ensuit que A\; = 21, Ay = 23, donc (1,0) T est un vecteur propre pour Ay,
et nécessairement 6 = 0.

El

Notons que la solution 6(z) € |—Z,
la valeur de z et la contrainte (A1(z
bijection ¢ de classe C! de O dans ¢(
(M (2), A2(2),0(2)), ou

AL — — - — 21452
0(z) = 1,40 arctan ( ! Zl) — arctan <1z2¢0 23— 21 (21 —23)2 + 2:2> .
#2 222

[ est déterminée de manieére unique par
,A2(2),0(2)) € O. On a donc bien une
), avec la bijection réciproque p~1(2) =

~—ND

Vérifions que ¢! est de classe C! sur p(O). Ici, on pouvait éviter un calcul

douloureux en utilisant le théoreme d’inversion globale: comme ¢ est bijective
et C! de O vers p(0), il suffit de vérifier que la différentielle Dy est inversible
sur O. Pour ce faire, on pouvait vérifier que le Jacobien det Dy ne s’annule pas
sur O, ce qui suit facilement du calcul effectué a la Question 4.



Faisons ce calcul: le seul point délicat est de s’assurer que 6(z) est bien de
_ _\/ﬁ "
classe C! sur ¢(O). Posons f(z) = 1,40 (22212 23)"H1%  par composition
(la fonction arctan étant C*° sur R), il suffit de vérifier que les dérivées partielles
définies pour z5 # 0 par

aof 1 (21 — 23) 422 %
821 h 2Z2 ( 1 |2’1 —23‘ 1+ (2’1 —23)2 ’

1
of 1 _ 422 2z — 23 1
8722 522 1|z1 —23| <(1+ ( 2 )2> + —2((2’3 —21)2 +4z§) 2

1

ﬁ:lzgl 1+(21723) <1+ 422 ) 2 ’
82’3 2 |2:1 — 23| (2’1 - 23)2
sont continues sur ¢(0). Remarquons d’abord que 6 est clairement C* sur p(O)N
{z2 # 0}. On vérifie donc que les dérivées partielles sont définies et continues
sur ¢(O) N {z2 = 0}.

Soit z € p(O) N {ze = 0}, ce qui implique en particulier que z3 > 2z;. On a
d’abord que f(z1 + h,0,23) = f(21,0, 235 + h) = 0 pour h suffisamment petit, et
donc g—i(z) = g—Z’;(z) = 0. De plus,

1 125 —21 — /(21 — 23)2 + 4h?
lim E(f(zl,h,2:3)—f(2’1,0723)>:E 3 ! (2;1 3)

h—0
4h2 %
=i —z2h 1|1+ ——
hli%\zg 21| ( [ +(zlz3)2} )

= lim |23 — 2|20 2 (1 — 1—1—27h2
T ohno 3T A (23 — 21)?

= —|zg — 21| 7,

et donc g Zfz (2) = —|23 — 21|71, Les dérivées partielles sont bien définies. Mon-
trons qu’elles sont continues sur ¢(O).

On fixe maintenant une suite z, — z avec z, € ¢(O) pour tout n. On peut
supposer za, # 0 pour tout n, car le long de {z2 = 0}, la convergence des
dérivées partielles a bien lieu par le calcul ci-dessus. On a 23, — 0, et 23, —
Z1m — 23 — 21 > 0. Ceci implique (21,5, — 23.5)/|%1,n — 23,n] = —1 pour tout n
suffisamment grand.

e Cette observation donne I’équivalent:

1
ﬁ(z) ~ fzgrll -1+

1
2 2
1 422,71 —Z2.n
n +
021 n—oo

~— — (.
(Zl,n - 23771)2 (Zl,n - Z3,n)2

e Un calcul similaire traite nggv z1 et z3 jouant des roles symétriques.



e Comme )
2 ((z3,n — 21m)% + 4z§7n)‘5 2, 9)2g — 21| 7F,

il suffit de calculer I’équivalent

of 1 _ 3
3722(%) e §|23,n—21,n|32,72l

(Zl,n - ZS,n)2

pour conclure fg—zj;(zn) — —|2g — 2| 7L

On en déduit que chacune des dérivées partielles de f est continue sur 'ouvert ¢(O),
puis que ¢~ ! est de classe C! sur p(0).

Question 4

En déduire que la densité du vecteur aléatoire (M (Z), 2(Z),0(Z)) est donnée
par
1 2 2
g\, A2, 0) = Cly, <x, 1oz cpege 1T (Mg — ).

Quelle est la loi de 0(Z) ? Justifier que les valeurs propres de A sont indépendantes
de ses vecteurs propres, et donner la densité du couple (A (Z), A2(2)).

On calcule le Jacobien de ¢. La matrice jacobienne de ¢ au point (A1, Az, 6) est
donnée par

cos? sin? @ 2(A2 — M) cosfsiné
Do(A,A2,0) = | —cosfsinf cosfsin® (Ay — \;)(cos? 6 — sin? )
sin? @ cos? 0 —2(Ag2 — A1) cosOsin 6

3
4z
1+ 2,n‘| -1 ~ |Z3,n_zl,n|_1 — |21—Z3‘_1



Puis, en utilisant les propriétés du déterminant:

cos? 6 sin® 0 2cosfsinf
det Do(A, A2,0) = (A2 — A1) [—cos@sinf cosfsinf cos?f — sin? 6
sin? 6 cos? 6 —2cosfsinf
cos? 6 sin® 0 sin 20
= (A2 — A1) |—cosfsinf cosfsinf cos26
sin? 6 cos? 6 —sin 20
1 sin’6 sin 26
=(A2—A1)|0 cos@sinf cos20
1 cos? 6 —sin 20
2 1 0
=(A2—A1)|0 cos@sinf cos20
1 cos? 6 —sin 260
cosfsinf  cos 26 1 0
= (A2 =) (2 cos? 6 —sin29’ cosfsinf cos QGD

= (A2 — A1) (—2 cos 0 sin 0 sin 20 — 2 cos? 0 cos 20 + cos 29)
= (- sin? 26 4 cos 20(1 — 2 cos? 9))

=(Aa — A1 (f sin? 26 — cos? 20)

)

Notons que cette quantité ne s’annule pas sur O, ce qui assure aussi le fait que ¢
est un C!-diffSomorphisme de O dans () par le théoréme d’inversion globale.
D’autre part, les valeurs propres de 2A4(z)? sont données par A;(2)2, X2(2)?2,

A1 (2)2 4+ N2 (2)2
:71()2 2(2) ,eton a

ce qui implique Tr(A(2)?)
P(Z € p(0)) =1,

I'ensemble R3 \ ¢(O) étant de mesure nulle. La densité de Z est donc donnée
presque partout par
Clepope i@ 2%,

Soit f : R? — R? mesurable bornée. On a
E[f(M(2),22(2),0(2))] =E [f o o™ (Z)]
= op!
[, foeen

_1
zep(0)€ *

(A1(2)*+22(2)%)
=C [ f(A1, A, 9)]1@1,,\2,9)6067%(’\%’\3) |det Dp(A1,
R3

ZC/ f]l,\1<,\11,%<9<%e_i“?+’\3)|)\2—)\1|.
R3

On a utilisé le théoreme de la fonction muette pour écrire ’égalité a la deuxieme
ligne, puis la formule de changement de variable appliquée & ¢!, et enfin le

(Linéarité par rapport & Cs)

(Identités trigonométriques)

(Cl — C1 + Cz)

(L1 — L1 =+ L3>

(Développement en Ch)

A2, 0)| dArd)A; O



calcul du Jacobien & la derniere ligne. On conclut avec une nouvelle application
du théoreme de la fonction muette que la densité ¢ a bien la forme recherchée.

Par la formule des densités marginales, la densité de 6 est donnée par go (6) =
f]RQ q(A1, A2, 0)dA; dXg = C”]l]_%,g[(H) pour une certaine constante C’. Comme
c’est une densité de probabilités, on a en fait ¢’ = 1/(f; qo(0))dd = 771, et
donc 0 ~ U(] — %, 5[). D’autre part, on remarque que ¢ s’écrit sous la forme
produit

q(A1, A2,0) = go(0)g(A1, A2),

ol
g\, A2) = / a(\1, A2, 0)d0 = 1Oy, o, 1T (N, — A))
R

est la densité du couple (A (Z), A\2(Z)). Ceciimplique que ce dernier est indépendant
de 6(Z): les valeurs propres de A sont indépendantes de ses vecteurs propres,
qui sont des fonctions de 6(Z2).

Question 5

En considérant le changement de variable (u,v) = (A1(2), A2(2) — A1(2)), (d jus-
tifier avec précaution), calculer la loi du trou spectral V = % X2 (Z) — M (2)).
La reconnaissez-vous ?

Le changement de variable

UZ/\l )\1:u
V= Ay — A1 < Ay =u+w
A < Ao v>0

est un C!-difféomorphisme de {(A1,X2) € R? : Ay < Ao} vers R x R}, de
Jacobien 1 = det _11 (1)>
La densité du couple (A1(Z), A2(Z) — A1 (Z)) est donc donnée par

10,2 2 1,2 _1 2
h(u,v) = 7CTyse” 1 Hutv)D)y — TCl,~ove” 2% e 1 (2u+2u0)

Par la formule des densités marginales, on en déduit que Ay(Z) — A1(Z) admet
la densité

Foo 1,2 +oo 1 2
/ h(u,v)du = 71C1l,sove” 17 / e 3 (W) gy,
e .
En complétant le carré dans I'intégrale, on trouve que

+oo +too
/ ez (W) e% / e_%(w%)2 du = \/ﬂe%,

— 00 — 00



puis que A\2(Z) — A (Z) a la densité

v2 1 v2
TCV 2 lysoue” 8 = 1 1,sove™ 8.

En considérant R = M7 on voit facilement que R suit une loi de
Rayleigh standard (voir DM1), et le trou spectral a la méme loi que V2R.

C’est une Rayleigh de parameétre o2 = 2.



